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1) Theor etische Grundlagen

1. Einfihrung



Diese Facharbeit behandelt drei Verfahren zur Lésung linearer Gleichungssysteme. Im ersten werden zunéchst die
theoretischen Grundlagen der Verfahren dargelegt, im zweiten Teil folgt dann die Umsetzung der Verfahren in
Computerprogramme.

Zunéchst soll allerdings zuerst einmal der Aufbau der linearen Gleichungssysteme erklart werden.

1.1 Aufbau einer linearen Gleichung

Lineare Gleichungssysteme sind ihrerseits aus linearen Gleichungen aufgebaut.
Lineare Gleichungen bestehen aus Summen von Termen wie:

ax + by + cz =d

a,b,c und d sind Konstanten, x, y und z dagegen Variablen in dieser Gleichung. Der auf der rechten Seite stehende
Teil der Gleichung wird as Freiglied bezeichnet.

Ein Term ist eine Multiplikation von einer Konstanten einer Variable, wobei diese nur in der ersten Potenz auftreten
darf.

1.2 Lineare Gleichungssysteme
Fal3t man mehrere lineare Gleichungen zusammen, so erhélt man ein lineares Gleichungssystem:

ap1Xy + appXz +...+ aipXy
a1X1 + azXz +...+ axXp

Die g; mit i,j=1..n sind Konstanten und x; mit i=1..n Variablen. b mit i=1..n stellen die Freiglieder dar.

Obiges Gleichungssystem ist auf3erdem noch ein Spezialfall, dadie Anzahl der Unbekannten der Anzahl der
Gleichungen entspricht. Fir diesen Spezialfall sind eindeutige Ldsungen moglich. Um diese Lésungen zu finden,
bedient man sich verschiedener Losungsverfahren, z.B. Cramer'sche Regel, Gaul3sches Eliminationsverfahren.
Letzteres soll spéter genauer untersucht werden.

1.3 Lineare Gleichungssysteme als Matrizen

Man kann das gerade vorgestellte Gleichungssystem auch noch auf eine andere Weise darstellen:

| a1 @iz ... an | | x| | by
| a1 @x» ... an | | x2| | b |
| @sy @z, ... @ | | Xz | =] bz |
| || .. o
I_anl an2 CRCE ann_l |_Xn_| |_bn_|
noch kiirzer:
AX = b

A reprasentiert die Koeffizientenmatrix, x die Unbekannten und b die Freiglieder des Gleichungssystems.

Bei Matrizen sind drei Umformungen erlaubt, ohne dai sich das Ergebnis der Matrix andert:
1. Vertauschen von Zeilen

2. Ersetzen von einer Zeile durch eine Linearkombination aus dieser Zeile und einer anderen.
3. Vertauschen von Spalten

2. Gauf3sches Eliminationsverfahren

Carl Friedrich Gau war einer der grofiten Mathematiker Uberhaupt. Neben seinen grof3en Entdeckungen, wie z.B.
der Gau¥'schen Normalverteilung, der Gauf3'schen Fehlerfunktion oder der Gaul3'schen Zahlenebene, wird das



Gauf¥'sche Eliminationsverfahren oft tbersehen.

Der GaulRsche Eliminationsalgorithmus gehort zu den wichtigsten numerischen Verfahren der Mathematik. Er ist
bereits 150 Jahre alt und hat sich in dieser Zeit kaum verandert. Dieses Verfahren wurde in den letzten zwanzig
Jahren ausgiebig erforscht, was fur die Effizienz dieses Algorithmuses spricht.

Zu dem ist das Gaufsche Eliminationsverfahren relativ einfach.

Der Algorithmus besteht aus zwei Etappen, aus der Vorwértselimination und dem Riickwartsei nsetzen.

2.1 Vorwartselimination

Ziel dieser ersten Etappe ist es, das Gleichungssystem auf eine Dreiecksform zu bringen, wobel unterhalb der
Hauptdiagonalen Nullen stehen und oberhalb neue K oeffizienten stehen sollen.
Das Gleichungssystem soll nach dieser Etappe also wie folgt aussehen:

a' 11Xy * @' Xy f...+ A X, = by
0 + @ Xy ...+ @ 20Xy = b’

0O+0+0+a ,xy,=0b",

Ein Gleichungssystem, das auf diese Form gebracht wurde, wird auch als gestaffeltes Glei chungssystem bezeichnet.
Die erste Zeile im Gleichungssystem enspricht bereits der Zeile im gestaffelten Gleichungssystem. In allen weiteren
Zeilen mul3 man nun mit geeigneten Operationen in der ersten Spalte Nullen erzeugen. Dazu benutzt man die zweite
Elementaroperation bei Matrizen. Man multipliziert dazu die erste Zeile mit einem geeigneten Faktor ¢ und
subtrahiert dieses Produkt dann von der zweiten Zeile.

Der Faktor ¢ wird so berechnet:

C=apy1:. A11

Nach diesem Schritt hat man die erste Null erzeugt:

a;1Xy + apXy; *.o..+ apXy = by
0 + @ Xy ...+ @ Xy = b'

Im zweiten Schritt multipliziert man wieder die erste Zeile mit einem Faktor ¢, allerdings dieses Mal mit c=ag;:a1;
und subtrahiert diese von der dritten Zeile. Dann wird das Produkt aus c=ay;:a1; und erster Zeile von der vierten
Zeile subtrahiert. So verfahrt man weiter bis zur letzten Zeile. Nach diesem Vorgang sind alle a; miti=2..n
eiminiert:

a;iX; + apXy +...+ a;X, = by
0 + aI22X2 L a'Zan = blz

Jetzt stimmt auch schon die zweite Zeile mit der der gewiinschten Endform tberein. Man muf3 nun die zweite Spalte
ab der dritten Zeile eliminieren. Dazu schreibt man beim Faktor c jeweils a5, in den Nenner. Im Zahler steht dann
wieder der jeweilige Koeffizient, der Null werden soll. AuBerdem multipliziert man nun nicht mehr die erste Zeile
mit diesem Faktor, sondern die zweite Zeile. Wir befinden uns also in der zweiten Eliminationsstufe. Sonst verfahrt
man wie bei der ersten Eliminationsstufe. Bel der Eliminationsstufe k wird der Faktor ¢ also immer aus einem
Quoatienten mit dem ersten K oeffizient der k-ten Zeile im Nenner und dem zu eliminierenden Koeffizienten im
Zahler gebildet. Mit diesem Faktor wird nun die k-te Zeile multipliziert und von der Zeile mit dem zu
eliminierendem Koeffizient subtrahiert.

Der Faktor ¢ allgemein:

Cik = @jk: Akk

Anzahl der @ ei chungen und Unbekannt en
1..n-1; Elimnationsstufe

~ 35 3.
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i =1..n-1; Zeile

Nachdem man n-1 Elim nationen durchgefihrt hat, ist die Dreiecksform
erreicht:

Wiix1 + wi2x2 +. ..+ winxn = vi
W22X2 +...+ w2nxn = v2

Di e neuen Koeffizienten heifRRen jetzt wij mt i,j=1..n, da die Koeffizienten aij mt i=j=1..n durch die bisherigen
Unf or nungen andere Werte wij mt i=j=1..n angenommen haben. Dasselbe gilt fir die Freigelieder bi mt i=1..n und vi mt
i=1..n.

Aus di eser Dreiecksformlassen sich nun die Unbekannten xi mit i=1..n durch Rickwartseinsetzen |eicht errechnen.
2.2 Riuckwartseinsetzen oder Ricksubstitution
Di e Losung der letzten G eichung steht nun schon fast da. Man muB nur noch nach xn aufl dsen:

Xn = vn:wnn

Betrachtet nman die vorletzte G eichung, so erkennt man, daB xn-1 wi eder durch Auflésen nach xn-1 und mit bekanntem xn

berechnet werden kann:

xn-1 = (vn-1 - wnnxn):wn-1n

Auf di ese Weise kann man sich i mganzen gestaffelte G eichungssystem hocharbeiten, indem man i mer w eder mit bisher
bekannten LOosungen ei ne neue ausrechnet.

Danit sind nun alle xi mit i=1..n bestimt.
2.3 Verbesserung durch Pivotierung

Durch das nachfol gend erkl arte Verfahren kann die Effektivitat der Vorwartselimnation verbessert werden.
Al's Spitzen- oder Pivotel enent bezeichnet man den Koeffizienten, der bei der Berechnung des Faktors c im Nenner steht.
Man kann nun durch Zeil envertauschen erreichen, daR das Pivotel enent das betragsgroBte in der jeweiligen Spalte ist,

z.B. bei Elimnationsstufe k=1 und |all] < |a51|:
nach Zeil vertauschen:

a51x1l + ab2x2 +...+ abnxn = b5
a2lx1l + a22x2 +...+ a2nxn = b2
a31lx1l + a32x2 +...+ a3nxn = b3
ad4lxl + a42x2 +...+ a4nxn = b4

Fur den Faktor c bedeutet dies, daB er nun hoéchstens den Wert 1 annehnen kann, da das Pivotel ement bei der Berechnung
von c¢ im Nenner steht und ist durch die Pivotierung der Nenner stets groBer als der Zahler.

Durch dieses Verfahren kann man die Koeffizienten klein halten. Andernfalls kdénnten einige Koeffizienten sehr grof
werden und andere sehr klein, denn wenn der Pivotwert aii mt i=1..n sehr klein wire, wirde der Faktor c sehr grof.
Dar auf fol gend wirde aii nun mt dem Faktor c nultipliziert werden. Rechenmaschi nen haben nun einmal grof’e Problene
damt, aus Produkten mt sehr groBen und sehr kleinen Faktoren verniinftige Ergebnisse zu berechnen. Ein Q eichungsystem
konnte nun derart schlecht konditioniert sein, daB sich sol che Rechenfehl er haufen und die Losungen verzerrt wirden.
Dies wird mt der Pivotierung unmgangen.

Werden nur Zeil enausget auscht, so bezeichnet man dieses Vorgehen als partielle Pivotierung. Vollstandige Pivotierung
ware, wenn man zusatzlich noch Spalten vertauschen wirde. In der Praxis hat sich jedoch gezeigt, daB das weitaus

auf wendi gere vol | standi ge Pivotieren gegeniber dem partiellen Pivotieren keinen Vorteil hat. Die Genauigkeit der Ldsung



wird nicht verbessert.

Die partielle Pivotierung darf bei der Anwendung des Gauf}' schen Elim nationsverfahren noch aus ei nem anderen G und
kei neswegs fehlen. Es koénnte namich sein, daR das aktuelle Pivotelement den Wert O hat. In diesem Fall wirde nan bei
der Berechnung des Faktors c auf eine Division durch Null stofRen.

Mt der Pivotierung wird das ungangen, sie darf also auf keinen Fall fehlen.

3. GauB-Jordan Al gorithnus

Der GauB-Jordan Al gorithmus unterscheidet sich vom Gaul}' schen-Elim nationsverfahren nur in der zweiten Etappe. Die
erste Etappe ist bei beiden Verfahren die Vorwartselimnation. Nachdem nun das G eichungssystemin ein gestaffeltes
Syst em doch Vorwartselimnieren tberfihrt worden ist, wird nun nicht ricksubstitutiert, sondern man versucht oberhal b
der Haupt di agonal e ebenfalls Nullen zu erzeugen. Zum Schl uB bl eibt also nur noch di e Hauptdi agonal e stehen, und die

Werte fir die xi mt i=1..n sind damt gegeben:

sllxl =t1l
s22x2 = t2

snnxn = tn

Das angestrebte Ziel erreicht man durch das sogenannte GauB-Jordan'sche Reduktionsverfahren. Man geht von ei nem

gestaffel ten d ei chungsystem das durch Vorwartsel emination erstellt wurde:

wn-1,n-1xn-1 + wn-1, nxn = vn

wnnxn = vn

Di e eben durchgefihrte Vorwartselimination nu nun genau in anderer Richtung durchgefihrt werden, d.h. es gilt nunin
der ersten Reduktionsstufe die |letzte Spalte ab der vorletzten Zeile zu elinminieren, denn die letzte Zeile entspricht
bereits der gewinschten Endform Die letze Zeile wird also wieder mt einemFaktor c=wn-1,n:wnn nultipliziert und dann

von der vorletzen Zeile subtrahiert werden. Die vorletzte Zeile |autet dann:

wn-1,n-1x'n-1 = v'n-1

Ahnlich behandelt man die (n-2)-te Zeile. Das Produkt aus c=wn-2,n:wnn und wnn wird von der (n-2)-ten Zeile abgezogen,

zur iick bl eibt:

wn-2,n-2xn-2 + wn-2,n-1xn-1 = v' n-2

Ist man schlieBlich in der ersten Zeile angel angt, so geht nman Uber zur zweiten Reduktionsstufe. Bei der Berechnung des
Faktors c steht nun wn-1,n-1 i m Nenner und der Subtrahend ist nun das Produkt aus c und der vorletzten Zeile. Dies
fuhrt man ebenfalls wi eder solange durch, bis man die erste Zeile erreicht hat. Dann geht man Uber zur dritten

Redukti onsstufe.

Letztendlich erreicht man die (n-1)-te Reduktionsstufe und di e Hauptdi agonal en- Form des d ei chungssystens ist erreicht.

Der Faktor c bei dem Reduktionsverfahren wird allgemein wie fol gt berechnet:

cik = an-i,n-k+1:an-k-1, n-k+1

n = Anzahl der @ eichungen und Unbekannten
k = 1..n-1; Reduktionsstufe
i =1..n-1; Zeile

Um di e Losungen fur die xis mit i=1..n zu bekomren, muR man | ediglich die einzelnen @ eichungen nach x aufl 6sen:

x1 = tl:sll
X2 = t2:s822



xn-1 =tn-1:sn-1,n-1

Xn = tn:snn

Hiermt ist die Losung fir das d eichungssystemnit Hilfe des GauB-Jordan-Verfahrens gefunden worden.

4. GauB- Sei del - Ver f ahren

Di eses Verfahren weist keine Gemeinsankeit mit den beiden vorherigen auf.

Di eses Verfahren enthalt in seinem Namen den Namen GauB deshal b, weil bereits Carl Friedrich GauB di eses Verfahren
anwendet. Allerdings verodffentlichte er dieses Verfahren nicht.

Viele Jahre stieR der Mathematiker Phillip L. von Seidel erneut auf diesen Algorithrmus, deshal b GauR- Seidel - Verfahren.
Das GauB- Sei del -Verfahren ist ein iteratives Verfahren, d.h. die Lésung des d ei chungssystens wird durch Iterationen
genahert.

Gegeben sei wi eder fol gendes d ei chungssystem

allxl + al2x2 +...+ alnxn = bl
a21lx1l + a22x2 +...+ a2nxn = b2

anlxl + an2x2 +...+ annxn = bn

Man | 6st nun nach xi fir i=1..n auf:

x1 = (bl - al2x2 -...- anxn):all

Nun wahlt man sich fur xi mit i=1..n einen Startwert. Erstaunlicherweise ist dieser Startwert beliebig, da in den

fol genden Iterationen die xis gegen die Losung konvergieren. Einfachhal ber wahlt man fiar alle xi Null als Startwert:

x1 =20
x2 =0
xn =0

I m zwei ten Durchgang berechnet man nun ein neues x1 nit den vorherigen anderen xis:

x'1 = (bl - al20 -...- an0):all

Dar auf werden die Ubrigen x'is jeweils mit den vorherigen Losungen berechnet. Fuhrt man di esen ProzeR weiter, so hat
man nach gentigend Durchl &uf en brauchbare Ldésungen.

Es kann jedoch passieren, daR der ProzeR nicht konvergiert, sondern divergiert. Man kann di es manchmal ungehen, indem
man wi eder di e oben besprochene partielle Pivotierung anwendet.

Mei stens divergiert der IterationsprozeR nit Pivotieren aber trotzdem Eine Konvergenz tritt naniich nur dann ein, wenn
di e Koeffizienten in der Hauptdiagol en (Pivotel emente) gegentber den anderen Koeffizienten vomBetrag stark uberw egen.
Di e Zahl der d eichungsystene, die fir das GauB- Seidel - Verfahren geei gnet sind, sinkt damt natirlich erheblich.

Man muf3 vor Anwendung di eses Verfahren nach dem Pivotieren also i mer Uberprifen, ob alle Pivotelenente aii mt i=1..n
vom Betrag her groBer als die Summe der aij j=1..n sind. Nur dann nanlich kann nan eine schnelle Konvergenz
garantieren. Eine Konvergenz konnte aber trotzdemeintreten, die dann aber so |angsam wire, daB ein anderes Verfahren
di e Losung schneller finden wirde.

Weiterhin hat es sich als ginstig erwiesen, die Schrittweite zu hal bieren, wenn sich das neue xi vomvorherigen x'i im

Vor zei chen unterschei det:

xi = (xi +x'i):2

Ferner sollte man sich noch uberlegen, wann die Iterierung abgebrochen werden soll. Dies hangt von der gewinschten
Genaui gkeit der Losung ab. Man kann den IterationsprozeB fir beendet erklaren, wenn sich xi vomvorherigen x'i nur noch



um ei ne Tol eranzgr 6Be unterscheidet. Allerdings kann man den RechenprozeR auch erst dann stoppen, wenn xi mt dem
vorherigen x'i Ubereinstimt, die Toleranz Null ist.

Das Gauf3- Sei del - Verfahren eignet sich vor allemfir sehr groBe Matrizen. Vorteilhaft ist zudem daR die Naherung i nmer
nur von der vorherigen abhangt, d.h. Rundungsfehler kénnen sich nicht anh&ufen.

AulRer dem ei gnet sich das Gaul3- Sei del - Verfahren auch zur Ldsung nicht |inearer Q eichungen.

5. Probleme mt den Algorithnen

Gundséatzlich arbeiten die oben beschriebenen Al gorithmen nur mt nicht singuld&ren d eichungssystenen. Wendet man einen
der Algorithnen auf ein singuldres deichungssysteman, so stoft man dann neist auf eine Nulldivision. Dies ist dann
der Hinweis dafir, daB keine eindeutige Ldsung existiert.

Probl eme kann es mt deichungssystenmen geben, deren Determinanten fast Null sind. Aufgrund von Rundungsfehlern stoBt
man dann vielleicht auf eine Division durch Null und schlieBt daraus, daR fiur dieses G eichungssystem kei ne Losung
existiert. Tatsé&chlich existiert aber doch eine Ldsung.

Ein weiteres Problemist es, wenn in einem d eichungssystem eine G ei chung eine konplizierte Linearkonbination aus
anderen d ei chungen di eses Qd eichungssystens ist. Derartige Linearkonbinationen sind schwer zu finden. Man kénnte al so
eine Losung erhalten, die aber nicht eindeutig ist.

d uckl i cherwei se stehen ei nem aber nmehrere Losungsverfahren zur Verfigung. Man sollte deshalb ein G eichungssystem
generel | mehreren Verfahren unterziehen. Errechnen nun verschi edene Verfahren unterschiedliche Lésungen, so ist dies
ein Hi nweis darauf, daB keine eindeutige Lésung existiert.

Zusatzlich ist es ratsam die |ineare Unabhangi gkeit von G eichungen innerhalb eines deichungssystens nmit Hilfe der
Det er mi nante zu Uberprifen. Besonders bei groRBen d eichungssystenen ist dies aber oft sehr aufwendig.

Spezi el | bei m GauR- Sei del - Verfahren hat man das Problem daR dieser Al gorithnmus nur in sehr begrenztem MaRe einsetzbar
ist, da nur wenige deichungssystene fiur dieses Verfahren geeignet sind.

11) Programmunset zungen

Die drei obigen Algorithmen per Hand auszuf ihren wére sehr zeitaufwendi g und mihselig. Standig di essel ben

Rechenoper ationen zu betrei ben, wdren fir einen Menschen zu ermidend. Ein einziger Rechenfehler wirde die ganze Arbeit
wertlos machen, da dieser Rechenfehler das Ergebnis vollig verfél schen wirde.

Mehr an Bedeutung gewi nnen die Al gorithmen, wenn man sie von Conputern ausfihren |aBt. So |assen sich Rechenfehler
ausschl i eBen, man nuB |ediglich noch mt Rundungsfehlern zurechtkommen. AuBerdemist die Ausfihrungszeit fast

vernachl assi gbar, in Bruchteilen von Sekunden wird das Ergebnis vom Conputer berechnet.

Wei | der Conputer einen Algorithmus nicht einfach bearbeiten kann, muff man diesen erst in eine fur den Conputer
verstandl i che Form unsetzten. Die Unsetzung ist dann ein Conputerprogramm

Di e Entwi cklungen fur Conputerprogramme der drei beschriebenen Algorithmen soll nachfol gend vol | zogen werden. Die
Programre werden in PASCAL geschrieben und sol|ten systenmunabhangi g sein.

I'm fol genden Verlauf wird zunachst das Grundprinzip und dann erst das fertige Programm das, wi e das zugehorige

Abl auf prot okol |, i m Anhang zu finden ist. Es enpfiehlt bei der Programmbeschrei bung, den Programmmuel | text vor sich
liegen zu haben, umdie einzelnen Schritte besser verfol gen zu kdnnen.

Bei der Progranm erung wurde darauf geachtet, daR sich die einzel nen Progranme sehr ahneln. Es wurde versucht &hnliche
Programmteile wie z.B. Ein- und Ausgabe einheitlich zu gestalten, folglich werden gleiche Programmteile auch nur einmal
imText erklart.

1. GauR sches Elim nationsverfahren

1.1 Grundprinzip

Dem Conputer muB zu Beginn erst einmal das G ei chungssystem tUbergeben werden, auf das das GauR' sche

Eli m nationsverfahren angwendet werden soll. Die Befehl sanwei sungen sollte man dazu sinnvollerweise in einer Prozedur
mt dem Namen "Ei ngabe" zusammenfassen. Jetzt ist es w eder nitzlich, sich das G eichungssystemin Matrix-Schreibweise
vorzustel | en. Lediglich Koeffizientenmatrix und den Freigliedervektor nuR dem Conputer ubergeben werden. Es bietet sich
an, diese Werte in einem zwei-di mensional en nx(n+l) Array vom Typ Real abzulegen. In der Spalte n+l legt man die
Freiglieder ab. Diese Feld nuB ebenso gl obal definiert sein wie die Dinension n des G eichungssystens.

Di e Ei ngaberoutine konnte dann wie fol gt |auten:



PROCEDURE Ei ngabe;
BEG N
Wite(' Anzahl der d eichungen: ');
ReadLn(n);
FOR i:=1 TO n DO
FOR j:=1 TO n+l1 DO
BEG N
Wite(' Koeffizient[',i,",",j,"]1 ");
ReadLn(Koeffizient[i,j]);
END;
END;

Dem Conputer ist das G ei chungssystem nun bekannt, der Elim nationsvorgang kann gestartet werden. Die Prozedur
"Elimnieren" soll die Befehl sanwei sungen dafir in sich vereinen.

I nsgesant bendtigt man drei Laufschleifen. Die auRerste Schleife, die k-Schleife, fuhrt die k-Elimnationsstufen und
Pivotierungen durch. Die k-Schleife lauft von eins bis n-1, da in einem n-di mensional en G ei chungssystemn-1

Eli mi nati onsstufen notwendig sind, umdieses in ein gestaffeltes d eichungsystem zu tberfihren. Vor jeder

El'i mi nati onsstufe nmuB zunachst der Pivotierungsvorgang durchgef ihrt werden. Dieser ist unbedingt notwendig, da das
Programm sonst eventuel|l mt "Division by Zero" abbrechen konnte.

Die Pivotierung gestaltet sich ziemich einfach. Fur das Pivotel enent nimt man zu Anfang Null an, sucht dann mit einer
Schleife die k-te Spalte nach vom Betrag her gréBeren Werten ab und ermittelt dann die Zeile des groften Wertes.

Di ese Zeile vertauscht man dann in einer anderen Laufschleife nmit der k-ten Zeile. Ist das Pivotel enent trotzdem null,
so muB der Elim nationsvorgang abgebrochen werden, da das d ei chungssystemin diesem Fall keine eindeutige Ldsung
besitzt.

Erst jetzt kann elimniert werden. Dazu benétigt man zwei verschachtelte Laufschleifen. Die auBere sei die i-Schleife,
sie gibt an, in welcher Zeile gerade elimniert wird. In dieser wird der Faktor c ermittelt, mt demdann die Zeile k
mul tipliziert und von der Zeile i subtrahiert wird. Dieser Vorgang wird in der innersten Schleife, der j-Schleife,
ausgef thrt.

Die Prozedur "Eliminieren" ist damt konplett:

PROCEDURE El i mi ni eren;
VAR Pi vot el enent, Faktor: REAL;

Pivotzeile, i, j, k: |INTEGER
BEG N
FOR k:=1 TOn - 1 DO {* Gesantelimnation}
BEG N

Pivotel enent: = 0;
Pi vot zei l e: = k;
FORi:= k TOn DO {* Pivotel enent suchen}
| F Abs(Koeffizient[i, k]) Pivotelement THEN
BEG N
Pivotel ement: = Abs(Koeffizient[i, Kk]);
Pivotzeile:=i;
END;
IF k <> Pivotzeile THEN {* wenn k=i, Pivotelement bereits richtig}
FORj:= k TOn + 1 DO {* Zeilen vertauschen}
Exchange(Koeffizient[k, j], Koeffizient[Pivotzeile, j]);

| F Koeffizient[k, k] = O THEN Abbruch;
FORi:=k + 1 TOn DO {* Elimnation auf Stufe k}
BEG N
Faktor:= Koeffizient[i, k] / Koeffizient[k, Kk];
FORj:=k TOn + 1 DO
Koeffizient[i,j]:= Koeffizient[i,j]-Faktor*Koeffizient[k,j];

Die Vorwartselimnation ist beendet, das Ricksubstituieren kann gestartet werden. Di e dazugehorige Prozedur soll
"Ruckwart sei nset zen" hei Ren. Man bendtigt zwei Laufschleifen, eine &uBere i- und eine innere j-Schleife. Die i-Schleife



durchl auft rickwarts die Werte von n bis eins.
Um den fol genden Schritt besser verstehen zu kénnen, ruft man sich am besten noch einmal das gestaffelte

G ei chungssystemaus |.2.1 ins Gedachtnis:

allxl + al2x2 +...+ alnxn = al, n+l
a22x2 +...+ a2nxn = a2, n+l

annxn = an, n+l

Lost man nun jeweils die i-te deichung nach xi auf, so erhalt man fol gendes:

x1 = (al, n+l - (al2x2 +...+ alnxn)):all
x2 = (a2,n+l - (a23x3 +...+ a2nxn)):a22

xn = (an,n+l - 0):ann

Die j-Schleife berechnet nun fir die Zeile i die Surme in der innersten Klammer (oben kursiv). Die j-Schleife

durchl auft die Werte i+1 bis n.

Man konnte denken, es gabe ein Problem wenn i=n ist, weil dann j=n+1 sein nuR und somt auch xn+1 herangezogen wirde,
das natidrlich nicht existiert. Doch |ést sich dieses Problemin Whlgefallen auf, da die j-Schleife in diesemFall
tber haupt nicht mehr durchlaufen wird, da dann der Startwert j=n+l1 grofer als der Endwert n ist.

Imweiteren Verlauf der i-Schleife wird nun noch geprift, ob ann=0 und gegebenenfalls wi eder ein "Division by Zero"
Fehl er abgefangen.

Letztendlich wird die Lésung xi berechnet.

Al's Programmtext sieht dies wie folgt aus:

PROCEDURE Riickwar t sEi nset zen;
VAR i, j, NullPos: |NTEGER,

Term REAL,;
BEG N
FOR i:= n DOMTO 1 DO
BEG N
Term= 0;
FORj:=i + 1 TOn DO

Term= Term + Koeffizient[i, j] * LOsung[j];

| F Koeffizient[i, i] = O THEN Abbruch;
Losung[i] := (Koeffizient[i, n + 1] - Term) / Koeffizient[i, i];
END;
END;

Jetzt steht die simultane Lésung in dem Array "Lésung". Dieses kann nman sich am Ende noch nmit einer Prozedur
"DruckeLdsung" ausgeben | assen. Das konplette Programmliegt i mAnhang als Quelltext vor.

1.2 Programmbeschrei bung

Di e Programmbeschrei bung wird in die verschi edenen Unterpunkte Variablen und Konstanten, Prozeduren und Funktionen und
Haupt progranm unterteilt.

Das unten beschriebene Programm gi bt zusatzlich auf Winsch noch Rechenzwi schenschritte aus, in der Programbeschreibung
wird darauf allerdings nicht eingegangen. Anzunerken ist noch, daR di ese Zw schenschrittausgabe sehr einfach gehalten

wurde, d.h. es kann zu Ausgaben kommen, die mathematisch nicht korrekt sind (z.b. zwei aufeinanderfol gende

Ver kniipf ungszei chen) .

Die einzelnen Schritte werden in der Rei henfol ge beschrieben, in der sie auch imProgrammtext zu finden sind.

G obal e Vari abl en und Konstanten

I'n der Konstante MaxQd eichungen wird die maxi mal e Anzahl der d eichungen, d.h. die maxinmal e Dinmension des

G ei chungssystens festgelegt. Dies ist notwendig, da in PASCAL die G 6Be von Arrays nur Uber Konstanten definiert
wer den kann.

Di e Konstante ZeichenBreite enthalt die Breite des Bildschirns in Zeichen. Dieser Wert wird verwendet, um Daten
zentriert ausgeben zu koénnen.

Koef fizient ist eine Variable vom Typ Matrix in di esem zwei di mensionalen Feld wird die Koeffizientenmatrix zusanmen nit



den Freigliedern gespeichert.
Loésung soll am Ende des Programms di e sinultane Losung des G eichungssystens enthalten. LOsung kann genauso w e
Koeffizient Zahlen vom Typ Real speichern.

n beeinhaltet die tatsachliche Dinension des Qd eichungssystens, allerdings darf n MaxQ ei chungen nicht tberschreiten.

Prozeduren

Di e Prozedur Eingabe liest, wie der Nanme bereits ausdrickt, die vom Benutzer gewinschten Daten ein und speichert diese
dem entsprechend in n und Koeffizient.

Drucked ei chung druckt die deichung Nr auf den Bildschirm Diese Prozedur wird von Drucked ei chungssystem verwendet,
um das konplette Q eichungssystemin einem ansehnlichen Format auszugeben.

Di e Prozedur Abbruch tberni mt die Fehl erausgabe, falls das eingegebene G eichungssystem kei ne ei ndeuti ge Losung

besi t zt.

El'i mi ni eren und RickwartsEi nsetzen sind die Prozeduren, die vorher bereits ausfihrlich entw ckelt wirden. Sie wurden
jedoch noch umeinige Zeilen erweitert, damt die jeweiligen Zwi schenschritte mt ausgegeben werden kdnnen, sonst wurde
nichts verandert.

DruckelLdésung uberni mt di e Ausgabe der sinultanen Ldsung.

Haupt pr ogr anm

Das Haupt progranm konnte sehr kurz gehal ten werden, da die Uberw egende Arbeit bereits von den Prozeduren ibernommen
wird.

Zu Begi nn des Hauptprogramms wird nmittels der Prozedur Eingabe die Eingabe des Benutzers bearbeitet, darauf wird der
Bi | dschirm gel 6scht und di e ei ngegebenen Koeffizienten als d eichungssystem mit Drucked ei chungssystem dargestellt.
SchlieBlich Ubernehmen die Prozeduren Eliminieren und RickwartsEi nsetzen das Losen des G eichungssystenms. Di ese Ldsung

wird dann zum SchluB mit DruckelLdsung ausgegeben.

2. GauB-Jordan Verfahren

2.1 Grundprinzip

Das PASCAL- Programm f ir das GauB-Jordan- Verfahren | aBt sich sehr gut aus dem gerade besprochenen entw ckeln. Da sich
der GaufB3-Jordan Al gorithnus vom GauR' schen Elimi nationsvefahren erst ab dem Jordan' schen Reduktionsvefahren

unt erschei det, |assen sich die Prozeduren "Eingabe" und "Elim nieren" unverandert (bernehnen.

Man muf3 | ediglich eine "GaussJordanRedukti on"-Prozedur progranmm eren. Dies gestaltet sich auch relativ einfach, da die

"Elimnieren"-Prozedur dafiur nur etwas ungeschrieben werden muf:

PROCEDURE GaussJor danRedukt i on;
VAR i, j, k: INTEGER
Fakt or: REAL;

BEG N
FOR k: = n DOWNTO 1 DO
BEG N
I F Koeffizient[k, k] = 0 THEN Abbruch;
FORi:= k - 1 DOMTO 1 DO
BEG N
Faktor:= Koeffizient[i, k] / Koeffizient[k, kJ];
FORj:=n + 1 DOMNTO i DO
Koeffizient[i,j]:=Koeffizient[i,j]-Faktor*Koeffizient[k, j];
END;
Losung[ k] := Koeffizient[k, n + 1] / Koeffizient[k, k];
END;
END;

Die Pivotierung kann véllig entfallen. In demgestaffelten G eichungssystemexistiert pro Spalte jeweils nur ein

Pi votel ement, so daB es al so gar keine Alternative zum Tauschen gibt. Totales Pivotieren ware nmiglich, wirde das
Progranmm aber nur unnétig verl angern.

Di e weiteren Anderungen sind ebenfalls sehr gering. Es missen lediglich die Grenzen und die Laufrichtung der k-, i- und

j-Schleife geéndert werden (kursiv hervorgehoben).



2.2 Programmbeschrei bung

Auch di eses Progranm |iegt wi eder im Anhang als Source vor, wobei auch dieses Progranm wi eder Zw schenschritte ausgeben
kann. Auf di e Dokunentation dieser Programmteile wird wi e oben verzichtet.

Di e Programmbeschrei bung kann sehr kurz gehalten werden, da dieser Quelltext mt dem Programm GauB in den Punkten

Vari abl en und Konstanten, Funktionen und Hauptprogranm fast Ubereinstimt. Es wurde |ediglich die Prozedur

Rickwar t sei nset zen durch di e Prozedur GaussJordanReduktion ausgetauscht, sonst blieb alles beimAlten.

3. GaulR- Sei del Verfahren

3.1 Grundprinzip

Das Progranm f ir di eses Verfahren unterscheidet sich, genauso wi e das Verfahren sel bst, von den bei den vorherigen fast
vollig. Folglich | aBt sich von den beiden vorherigen, abgesehen von der Ein- und Ausgaberoutine und Pivotierung, nichts
tber nehmen.

Bevor das Iterationsverfahren starten kann, nuB zuerst das beste Pivotel ement gesucht werden, umein divergieren des
Iterationsprozesses zu verneiden. I m Gegensatz zu den bei den vorherigen Verfahren wird bei m GauB- Sei del Verfahren in
ei nem Zug durchpivotiert, d.h. die Pivotierung steht getrennt vor den I|terationsanwei sungen.

Zur Pivotierung benoétigt man drei Schleifen, wobei zwei in einer verschachtelt sind. Die auRerste Schleife ist die k-
Schleife, die von 1 bis n-1 |auft und die Spalten durchl auft, aus welchen das Pivotelenment ernittelt werden soll. Der
nun fol gende Programmteil aus i- und j-Schleife ist aus den beiden vorher beschriebenen Programmen bekannt.

Nun kormmt di e Uberprifung des G ei chungssystems. Die duRere i-Schleife durchl &uft die zeil enwei se das @ ei chungssystem
StoRt die innere j-Schleife nur auf eine Zeile, in der das Pivotel ement nicht Uberwi egt, ist das G eichungssystem
bereits ungeeignet, bricht die i-Schleife ab und eine Mel dung wird ausgegeben. An dieser Stelle konnte man auch gleich
das Programm abbrechen.

Die Variable SZeile enthalt imrer die Summre der Betrage der Koeffizienten der Zeile i ohne das Diagonal el ement.

Aber nun zur Unsetzung des |terationsprozesses. Zuerst einmal nmuf3 man die initiale Naherung bestinmen, d.h. alle Felder
des Arrays "Losung" auf Null setzen, dann kann man den |terationsprozeR starten. Man bendtigt zur Progranm erung drei

i nei nander verschachtelte Schleifen. Die auBerste bestimt die Dauer des Iterationsprozesses. Dieser soll nanlich, nach
fol genden Kriterien abgebrochen werden. Entweder wenn die Ldsung gefunden wurde, d.h. wenn sich di e Naherung gegeniber
der vorherigen nicht mehr verbessert, oder wenn die Zahl der Ilterationen Uber einen vorgegebenen Wert hinaus gewachsen
ist. Hierzu bietet sich eine REPEAT-DO UNTIL-Schleife an, da man die Anzahl der Durchl aufe vorher nicht kennt. Zu

Begi nn di eser Schleife wird die Laufvariable um

eins erhodht, dann startet die nachste Schleife, die i-Schleife. Diese beginnt bei demWrt eins und endet bei n. In

di eser Schleife werden jeweils die xi mt i=1..n berechnet. Jetzt folgt bereits die innerste Schleife, die j-Schleife,
die ebenfalls die Werte von eins bis n durchlauft. Mt dieser Schleife wird jeweils der Zahler aus den vorherigen
Iterationen bzw. der initialen Naherung und den dazugehdri gen Koeffizi enten berechnet. Nach dieser Schleife kann nun
das neue xi berechnet werden, wobei vorher w eder ein "Division by Zero"-Fehl er abgefangen werden nuB. Nun wi rd noch
verglichen, ob sich Genauigkeit der neuberechneten L6sung gegeniber der alten verbessert hat. |st dies nicht der Fall,
so wird der lterationsvorgang beendet. Di e andere Mglichkeit wire, daB die Maximal zahl der Iterationen Uberschritten
wurde und somit keine genaue Losung gefunden wurde. Diesen Fall mit einzubeziehen ist wchtig, da das Programm vom

Conputer bis in die Ew gkeit weitergefihrt wirde, ohne eine Losung zu finden. Hier der Programmtext:

PROCEDURE GaussSei del ;
VAR Pivotel ement, Zahler, NeueLdsung, SZeile: REAL;

Pivotzeile, i, j, k, lteration: |NTEGER
Fertig, geeignet: BOOLEAN;
BEG N
FOR k:=1 TOn - 1 DO
BEG N
Pi votel ement: = 0;
FORi:=1 TOn DO {* Pivotel enent suchen}

| F Abs(Koeffizient[i, k]) Pivotelement THEN BEG N
Pivotel enent: = Abs(Koeffizient[i, Kk]);
Pivotzeile:=i;
END;
IF k <> Pivotzeile THEN {* wenn k=i, Pivotel ement bereits gunstig}
FORj:=1 TOn + 1 DO {* Zeilen vertauschen}



Exchange(Koeffizient[k, j], Koeffizient[Pivotzeile, j]);
END;

geei gnet : = TRUE; {* Uberprifen, ob d eichungssystem geei gnet}
i:=1;
REPEAT
SZeile:= 0.0;
FORj:=1 TO n DO
IF i <>j THEN SZeile:= SZeile + Abs(Koeffizient[i, j]);
| F SZeile = Abs(Koeffizient[i, i]) THEN geei gnet:= FALSE;
ir=i o+ 1
UNTIL (i n) OR NOT geeignet;
| F NOT geei gnet THEN
WiteLn(' d ei chungssystem ungeei gnet');
WiteLn;

FORi:= 1 TO n DO
Lésung[i] := 0; {* erste Lésungsnaherung}

Iteration: = 0;

REPEAT

Iteration:= Iteration + 1;

Fertig: = TRUE;

FORi:= 1 TO n DO

BEG N
Zahl er: = Koeffizient[i, n + 1];
FORj:=1 TO n DO
IF i <>j THEN Zahler:= Zahler - Koeffizient[i, j]*Losung[j];

| F Koeffizient[i, i] = O THEN Abbruch;
NeueLo6sung: = Zahl er / Koeffizient[i, i];
| F NeueLdsung <> Lésung[i] THEN Fertig: = FALSE;

Lésung[i] := NeuelLdsung;
END;
UNTIL Fertig OR (lteration = Maxlterationen);

END;

3.2 Programmbeschrei bung

Auch das | etzte Programm befindet sich w eder i mAnhang. Bei m Betrachten des Sourcecodes erkennt nan w eder den
bekannt e Programmauf bau und die Struktur von Gauss. Allerdings ersetzt in diesemFall die Prozedur GaussSeidel gleich
die zwei Prozeduren Elimnieren und RickwértsEi nsetzen.

AuBerdem gi bt es noch eine Konstante Maxlterationen. Diese Konstante speichert die maximl zul assige Anzahl der
Iterationen.

Der Rest ist mit den beiden vorherigen Programtexten identisch.

3.3 Schl uBbener kung

Danmit ist nun auch der letzte Teil der Facharbeit abgehandelt. Es wurde versucht die Algorithmen so knapp und genau w e
nmoglich vorzustellen. Mt diesen Algorithmen sollten alle linearen NxN-G ei chungssystene zu | ésen sein.

Zul etzt soll noch gekl art werden, wann wel ches Verfahren ei ngesetzt werden soll.

Di e Verfahren von Gauf® und Jordan sind universell einsetzbar, d.h. sie finden i mer eine LOsung. Besonders bei grofien
G ei chungssystenmen steigt die Bearbeitungszeit allerdings rapide an, da bei m GauB' schen Eli m nationsverfahren die
Anzahl Arbeitsschritte fir ein deichungssytemder Dinension Nnmit N /3 ansteigt. Das GauB-Jordan Verfahren benéti gt
sogar noch nehr Arbeitschritte, es arbeitet ungefahr anderthalb mal |angsamer als das Verfahren von GauB. Das GauR' sche
Verfahren ist eines der schnellsten Lésungsverfahren, es kann héchstens von iterativen, z.B. GauB-Seidel (N -3),
tbertrof fen werden.

Das GauB- Sei del - Verfahren ist bei sehr groBen d eichungssystenmen neistens das schnellste, wenn es funktioniert.

Neben di esen Al gorithnen existieren natirlich noch viele weitere, wie z.B. Craner'sche Regel oder LU Dekonposition, die

ihrerseits auch w eder Vor- und Nachteile haben.



Anhang

Anhang A: Programmtexte

Hi er stehen die Programmtexte, die oben entw ckelt wurden. Zusatzlich ist noch das Programm "GauRVergl ei ch" aufgef thrt,
das in Anhang C zum Vergl ei chen der drei Verfahren verwendet wird. Dieses Programm verwendet die Unit Tiner, die nicht

aufgefiihrt ist. Diese Unit enthalt |ediglich Befehle zum Stoppen der Ausfihrungszeiten.

Gauss. p
GaussJordan. p
GaussSei del . p

GaussVer gl eich. p

Anhang B: Progranmmmabl auf prot okol | e

Es fol gen einige Abl aufprotokolle der Programme Gauss, GaussJordan und GaussSei del .

Di e Ei ngaben des Benutzers werden doppelt unterstrichen gedruckt, alle anderen Ausgaben normal .

Das Loschen des Bildschirns wird durch ClrScr< angedeutet.

AuBerdem wi rd di e Koeffizienteneingabe nur imersten Protokoll w edergegeben, da dies auf Dauer zu viel Seiten

ver schwenden wirde. Die Eingabe wird dann durch Koeffi zi entenei ngabe< angedeutet.

Prot okol | Gauss 1:

Crscr

Anzahl der zu | 6senden d eichungen: 2
Crscr
Koeffizient[1,1]: 1
Crscr
Koeffizient[1,2]: 2
CrScr
Koeffizient[1,3]: 3
CrScr
Koeffizient[2,1]: 4
Crscr
Koeffizient[2,2]: 5
CrScr

Koeffizient[2,3]: 6

Sol I en di e Rechenschritte angezeigt werden (J/N):n
CrScr
Start-d ei chungen:

| (1) 1*x1 + 2*x2 = 3
| (2) 4*x1 + 5*x2 = 6

I. Vorwartselimnation

I'l. Rickwartsei nsetzen

| (1) x1
| (2) x2

I 0]
'
NP




Prot okol | Gauss 2:

Crscr
Anzahl der zu | 6senden QG eichungen: 4
CdrScr

Koef fi zi ent enei ngabe

Sol I en di e Rechenschritte angezeigt werden (J/N):j
ClrScr

Start-d ei chungen:

(1) 20*x1 + 10*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 5
(2) 3*x1 + b5*x2 + 8*x83 + 2*x4 =4

(3) 3*x1 + b5*x2 + 9*x3 + 2*x4 = 8

(4) 3*x1 + 10*x2 + 13*x3 + 12*x4 = 25

I. Vorwartselimnation

(2) - 0.15%(1):

| (1) 20*x1 + 10*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 5

| (2) 0*x1 + 3.5*x2 + 7.55*x3 + 1.4*x4 = 3.25
| (3) 3*x1 + 5*x2 + 9*x3 + 2*x4 = 8

| (4) 3*x1 + 10*x2 + 13*x3 + 12*x4 = 25

(3) - 0.15%(1):

| (1) 20*x1 + 10*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 5

| (2) 0*x1 + 3.5*x2 + 7.55*x3 + 1.4*x4 = 3.25
| (3) 0*x1 + 3.5*x2 + 8.55*x3 + 1.4*x4 = 7.25
| (4) 3*x1 + 10*x2 + 13*x3 + 12*x4 = 25

(4) - 0.15*(1)

| (1) 20*x1 + 10*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 5

| (2) O*x1 + 3.5*x2 + 7.55*x3 + 1.4*x4 = 3.25

| (3) 0*x1 + 3.5*x2 + 8.55*x3 + 1.4*x4 = 7.25

| (4) O0*x1 + 8.5*x2 + 12.55*x3 + 11.4*x4= 24.25

(2) mt (4) vertauscht:

| (1) 20*x1 + 10*x2 + 3*x3 + 4*x4 + = 5

| (2) O*x1 + 8.5*x2 + 12.55*x3 + 11.4*x4 = 24.25
| (3) 0*x1 + 3.5*x2 + 8.55*x3 + 1.4*x4 = 25

| (4) O0*x1 + 3.5*x2 + 7.55*x3 + 1.4*x4 = 25

w ~

(3) - 0.411765*(2):

| (1) 20*x1 + 10*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 5

| (2) 0*x1 + 8.5*x2 + 12.55*x3 + 11.4*x4 = 24.25

| (3) 0*x1 + O0*x2 + 3.38235*x3 + -3.29412*x4 = -2.73529
| (4) 0*x1 + 3.5*x2 + 7.55*x3 + 1.4*x4 = 3.25

(4) - 0.411765*(2):

| (1) 20*x1 + 10*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 5

| (2) 0*x1 + 8.5*x2 + 12.55*x3 + 11.4*x4 = 24.25

| (3) 0*x1 + 0*x2 + 3.38235*x3 + -3.29412*x4 = -2.73529
| (4) 0*x1 + 0*x2 + 2.38235*x3 + -3.29412*x4 = -6.73529




(4) - 0.704348*(3):
| (1) 20*x1 + 10*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 5

| (2) 0*x1 + 8.5*x2 + 12.55%x3 + 11.4*x4 = 24.25

| (3) 0*x1 + 0*x2 + 3.38235*x3 + -3.29412%x4 = -2. 73529
| (4) 0*x1 + 0*x2 + 0*x3 + -0.973913*x4 = -4.8087

I'l. Rickwartsei nsetzen

(1) 20*x1 + 10*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 5

(2) 0*x1 + 8.5%*x2 + 12.55%*x3 + 11.4*x4 = 24.25

(3) 0*x1 + 0*x2 + 3.38235*x3 + -3.29412*x4 = -2, 73529
(4) x4 = (-4.80870) : -0.973913

(1) 20*x1 + 10*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 5

(2) 0*x1 + 8.5*x2 + 12.55*x3 + 11.4*x4 = 24.25
(8) x3 = (-2.73529 - -3.29412* 4.9375) : 3.38235
(4) x4 = 4.9375

(1) 20*x1 + 10*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 5

(2) x2 = ( 24.25 - 12.55* 4 - 11.4* 4.9375) : 8.5
(3) x3 = 4

(4) x4 = 4.9375

(1) x1 = ( 5 - 10%*-9.675 - 3* 4 - 4* 4.9375) : 20
(2) x2 = -9.675

(3) x3 = 4

(4) x4 = 4.9375

(1) x1 = 3.5
(2) x2 = -9.675
(3) x3 = 4

(4) x4 = 4.9375

Prot okol | Gauss 3:

ClrScr

Anzahl der zu | 6senden G ei chungen: 3
ClrScr

Koef fi zi ent ei ngabe

Sol I en die Rechenschritte angezeigt werden (J/N):j
CrScr
Start-d ei chungen:

| (1) 5*x1 + 8*x2 + 10*x3 = 7
| (2) 3*x1 + 5*x2 + 8*x3 = 2
| (3) 10*x1 + 16*x2 + 20*x3 = 4

I. Vorwartselinination



I'l. Rickwartseinsetzen

Die Determnante ist O =

Prot okol | GaussJordan 1:
CrScr
Anzahl der zu | 6senden d eichungen: 4

ClrScr

Koef f i zi ent enei ngabe

Sol I en di e Rechenschritte angezei gt
ClrScr

Start-d ei chungen:

es existiert

kei ne ei ndeuti ge LOsung

werden (J/N):j

| (1) 1*x1 + 2*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 30

| (2) 2*x1 + 1*x2 + 4*x3 + 3*x4 = 28

| (3) 3*x1 + 4*x2 + 1*x3 + 2*x4 = 24

| (4) 4*x1 + 3*x2 + 2*x3 + 1*x4 = 20

I. Vorwartselinination

(1) mt (4) vertauscht:

| (1) 4*x1 + 3*x2 + 2*x3 + 1*x4 = 20

| (2) 2*x1 + 1*x2 + 4*x3 + 3*x4 = 28

| (3) 3*x1 + 4*x2 + 1*x3 + 2*x4 = 24

| (4) 1*x1 + 2*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 30

(2) - 0.5%(1):

| (1) 4*x1 + 3*x2 + 2*x3 + 1*x4 = 20

| (2) 0*x1 + -0.5*x2 + 3*x3 + 2.5*x4 = 18

| (3) 3*x1 + 4*x2 + 1*x3 + 2*x4 = 24

| (4) 1*x1 + 2*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 30

(3) - 0.75%(1):

| (1) 4*x1 + 3*x2 + 2*x3 + 1*x4 = 20

| (2) 0*x1 + -0.5*x2 + 3*x3 + 2.5*x4 = 18

| (3) O*x1 + 1.75*x2 + -0.5*x3 + 1.25*x4 = 9
| (4) 1*x1 + 2*x2 + 3*x3 + 4*x4 = 30

(4) - 0.25%(1):

| (1) 4*x1 + 3*x2 + 2*x3 + 1*x4 = 20

| (2) 0*x1 + -0.5*x2 + 3*x3 + 2.5*x4 = 18

| (3) 0*x1 + 1.75*x2 + -0.5*x3 + 1.25*x4 = 9
| (4) 0*x1 + 1.25*x2 + 2.5*x3 + 3.75*x4 = 25

(2) mt (3) vertauscht:

| (1) 4*x1 + 3*x2 + 2*x3 + 1*x4 = 20



| (2) 0*x1 + 1.75*x2 + -0.5*x3 + 1.25*x4 = 9
| (3) 0*x1 + -0.5*x2 + 3*x3 + 2.5*x4 = 18
| (4) O*x1 + 1.25*x2 + 2.5*x3 + 3.75*x4 = 25

(3) - -0.285714*(2):
| (1) 4*x1 + 3*x2 + 2*x3 + 1*x4 = 20

| (2) 0*x1 + 1.75%x2 + -0.5*x3 + 1.25*x4 = 9

| (3) 0*x1 + 0*x2 + 2.85714*x3 + 2.85714*x4 = 20.5714
| (4) 0*x1 + 1.25%x2 + 2.5*x3 + 3.75*x4 = 25

(4) - 0.714286*(2):

| (1) 4*x1 + 3*x2 + 2*x3 + 1*x4 = 20

| (2) 0*x1 + 1.75*x2 + -0.5*x3 + 1.25*x4 = 9

| (3) 0*x1 + 0*x2 + 2.85714*x3 + 2.85714*x4 = 20.5714
| (4) 0*x1 + O0*x2 + 2.85714*x3 + 2.85714*x4 = 18.5714

(4) - 1*(3):

| (1) 4*x1 + 3*x2 + 2*x3 + 1*x4 = 20

| (2) 0*x1 + 1.75*x2 + -0.5*x3 + 1.25*x4 = 9

| (3) 0*x1 + O0*x2 + 2.85714*x3 + 2.85714*x4 = 20.5714
| (4) 0*x1 + 0*x2 + 0*x3 + 0*x4 = -2

I'l. GauB-Jordan- Reduktion

Die Determnante ist O = es existiert keine eindeutige Ldsung

Prot okol | GaussJordan 2:

ClrScr

Anzahl der zu | 6senden Q ei chungen: 4
ClrScr

Koef fi zi ent enei ngabe

Sol I en die Rechenschritte angezeigt werden (J/N):n
Crscr

Start-d ei chungen:

(1) 2*x1 + 3*x2 + 5*x3 + 7*x4 = 95

(2) 3*x1 + 4*x2 + 10*x3 + 1*x4 = 132

(8) 4*x1 + 2*x2 + 3*x3 + 10*x4 = 79

(4) 7*x1 + 3*x2 + 2*x3 + 10*x4 = 82

I. Vorwartselinination

I'l. GauB-Jordan- Reduktion

(1) x1 =

—
N
-
x
N
I

—
w
=
x
w
1
w © © =

—~
i
=
x
N
1



Prot okol | GaussJordan 3:

Crscr

Anzahl der zu | 6senden d eichungen: 2
Crscr

Koef fi zi ent enei ngabe

Sol I en di e Rechenschritte angezei gt werden (J/N):Ja
CrScr
Start-d ei chungen:
| (1) 3*x1 + 27*x2 = 4
| (2) 2*x1 + 26*x2 = 0

I. Vorwartselinination

(2) - 0.666667*(1)
| (1) 3*x1 + 27*x2 = 4
| (2) 0*x1 + 8*x2 = -2.66667

I'l. GauB-Jordan- Reduktion

(1) - 3.375*(2):
| (1) 3*x1 + 0*x2 = 13
| (2) 0*x1 + 8*x2 = -2.66667

(1) x1 = 13: 3
(2) x2 = -2.66667 : 8

(1) x1 = 4.33333
(2) x2 = -0.333333

Prot okol | GaussSei del 1:

CrScr
Anzahl der zu | 6senden G ei chungen: 2
CrScr



Koef fi zi ent enei ngabe

Sol I en di e Rechenschritte angezeigt werden (J/N):n
ClrScr
Start- @ ei chungen:
| (1) 6*x1 + 5*x2 = 4
| (2) 3*x1 + 2*x2 = 1

d ei chungssystem fir GaulR- Sei del ungeei gnet - wahrscheinlich keine Konvergenz

Nach 100 Iterationen:
| (1) x1 = 6.54547E+09
| (2) x2 = -9.81820E+09

Prot okol | GaussSei del 2:

CrScr

Anzahl der zu | 6senden G ei chungen: 2
CrScr

Koef f i zi ent enei ngabe

Sol I en di e Rechenschritte angezeigt werden (J/N):j
ClrScr
Start-d ei chungen:
| (1) 10*x1 + 2*x2 = 9
| (2) 3*x1 + 7*x2 = 6

Iteration 1:

x1=(9- 1000- 2*0) : 10 = 0.9

x2=(6- 3*0.9- 70 : 7 = 0.471429
Iteration 2:

x1 =( 9 - 10* 0.9 - 2* 0.471429) : 10 = 0.805714

x2 = ( 6 - 3* 0.805714 - 7* 0.471429) : 7 = 0.511837
Iteration 3:

x1 = ( 9 - 10* 0.805714 - 2* 0.511837) : 10 = 0.797633

x2 = ( 6 - 3* 0.797633 - 7* 0.511837) : 7 = 0.5153
Iteration 4:

x1 = ( 9 - 10* 0.797633 - 2* 0.5153) : 10 = 0.79694

x2 = ( 6 - 3* 0.79694 - 7* 0.5153) : 7 = 0.515597
Iteration 5:

x1 = ( 9 - 10* 0.79694 - 2* 0.515597) : 10 = 0.796881

x2 = ( 6 - 3* 0.796881 - 7* 0.515597) : 7 = 0.515623

Iteration 6:



x1 =( 9 - 10* 0.796881 - 2* 0.515623) : 10 = 0.796876
X2 =( 6 - 3* 0.796876 - 7* 0.515623) : 7 = 0.515625

Iteration 7:
x1 = ( 9 - 10* 0.796876 - 2* 0.515625) : 10 = 0.796875
x2 = ( 6 - 3* 0.796875 - 7* 0.515625) : 7 = 0.515625

Iteration 8:
x1 = ( 9 - 10* 0.796875 - 2* 0.515625) : 10 = 0.796875
x2 = ( 6 - 3* 0.796875 - 7* 0.515625) : 7 = 0.515625

Prot okol | GaussSei del 3:

CrScr
Anzahl der zu | 6senden Q ei chungen: 5
ClrScr

Koef f i zi ent enei ngabe

Sol I en di e Rechenschritte angezeigt werden (J/N):n
CrScr

Start-d ei chungen:
| (1) 60*x1 + 2*x2 + 3*x3 + 4*x4 + 5*x5 = 80
| (2) 3*x1 + 45*x2 + 3*x3 + 4*x4 + 6*x5 = -10
| (3) 3*x1 + 8*x2 + 5*x3 + 65*x4 + 4*x5 = 16
| (4) 2*x1 + 4*x2 + 49*x3 + 3*x4 + -4*x5 = 69
| (5) 2*x1 + 4*x2 + 9*x3 + 3*x4 + 96*x5 = 0.5

Nach 7 Iterationen:
| (1) x1 = 1.28025
| (2) x2 = -0.39275
| (3) x3 = 1.36824
| (4) x4 = 0.138629
| (5) x5 = -0.137704

Anhang C: Vergleich der Al gorithnen

I'n di esem Abschnitt werden die drei Al gorithmen mteinander verglichen. Dazu werden nit GaussVergleich jeweils die
Zeiten ernmittelt, die die drei Algorithmen fur das Ldsen eines eingebenen d ei chungssystens benétigen.

Dabei ist zu beachten, daB nur solche d eichungssystene zum Test herangezogen werden konnen, die auch fir das GauB-
Sei del - Ver f ahren geei gnet si nd.

Bei den Zeiten nuR man berlcksichtigen, daB sie mt der internen Uhr ei nes COMWODORE AM GA 500 genessen wurden, der nit
ei nem 68000er Prozessor bestickt und mit 7.14 MHz getaktet war. Bei anderen Conputern konnen sich natirlich andere

Zei ten ergeben.

Wchtig sind allerdings nicht die absoluten Zeitwerte, sondern die Verhaltnisse zuei nander.

I'n der fol genden Tabelle sind einige Testwerte zusamengef afit:



Di nensi on Gaul/ s GauBJordan/s Gaul3Sei del / s

1 0 0 0.04
5 0.02 0.02 0.06
10 0.14 0.22 0.26
15 0.44 0.72 0.56
20 0.94 1.64 0.96
25 1.78 3.08 1.48
30 3.02 5.22 2.3
50 13.02 23.46 5.64
70 34.74 62. 4 10.94
100 99. 46 182. 36 26.7

Man kann al so sehr deutlich erkennen, daB das GauR' sche Verfahren bei d eichungssystenen bis etwa zur Di mension 20 das
schnel I ste ist. Wahrend der GauB- Sei del - Al gorithmus bis dahin i mer der |angsanste war, setzt er sich nun von anderen
deutlich ab. Bei der Dinension 100 benétigt das Iterationsverfahren ein fiunftel weniger Zeit als das

El i mi nationsverfahren, und etwa ein neuntel der Zeit als das Reduktionsverfahren.

Das GauB-Jordan Verfahren ist von Anfang an | angsamer als das GauR' sche, allerdings vergroBter sich der Abstand auch
noch erheblich.

Bei groBen Matrizen ist also das GauB-Seidel Verfahren zu enpfehlen, allerdings wird dieses Verfahren viele

d ei chungssyst em auf grund mangel nder Konvergenz nicht | dsen kénnen. Fol glich kommt man in di esem Fall e am GauR' schen
Al gorithnmus nicht vorbei. Das GauB-Jordan Verfahren ist ledig

lich sinnvoll, umdie Ergebnisse eines anderen Al gorithnuses zu uber prufen.

I'm fol gendem Di agranm werden die Zeiten in y-, die Dimensionen n in x-Richtung angetragen:

2

Aus di esem Di agramm erkennt man nun, daB das GauB- Sei del - Verfahren, den GauB-Jordan Al gorithrmus etwa bei der Dimension
n=10, das GauB'sche Verfahren erst bei n=20 einholt.

Bei n=50 ist das iterative Verfahren fast um das doppelte schneller als das Elimnationsverfahren, und nehr als dreimal
schneller als das Reduktionsverfahren.

Weiter kann man in dem Di agranm an dem unruhi gen Verlauf der Kurve des GauR- Seidel - Verfahrens, erkennen, daB fir dieses
Verfahren die Zeiten sehr stark schwanken, da die Konvergenz und sonit die Geschwi ndigkeit sehr stark von der
Kondi ti oni erung des G ei chungssystens abhangt. Bei den bei den anderen Verfahren dagegen hangt die Arbeitszeit fast nur
von der Dinension des d eichungsverfahren ab, d.h. die Arbeitszeit fir verschi edene d ei chungssysteme der Dinmension n

ist etwa gleich.
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