Michael Prieth <michael.p@gmx.net>
arithmetische Folgen:

Definition:
<ck h* +c,, " +..+c,h* +c, [h +co>

mit D<N,,kON,,c, OROi =0..k

nOD

Eigenschaften:
a'n+l - a‘n =k

a,=a, +(n-1k
a, —a, =(t-n)k

arithmetische Folge 1.0rdnuna:

(c,h+c,)=(kh+d)

Bel arithmetischen Folgen der Ordnung k,
ist die k-te Differenzenfolge eine konstante Folge:

<k lj] + d>nDN
a, d k+d 2:k+d 3k+d.....
Aa, Kk k K......
praktisches Bsp.:

Frage: Welche Ordnung hat die Folge (10,1,4.9,...):
a, 1 0 1 4 9

Aa, 1 1 3 5

A%l 2 2 2

Antwort: <02 [h® +c, [h+ co> = arithmetische Folge 2.0rdnung.

Differ enzenschema in umgekehrter Richtung:

S S A
% O & Aty Yty atptagtay.......
a, ay a ag Ao
Aa, aya Ay ay-ag COC VRN

Summenformel: S, =g a, +a,)

nin+1)
2

Summe der ersten n Glieder: Zk =
k=0
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geometrische Folgen:

Definition:

b, =(b, ")

nON

Eigenschaften:

1) 0On: bb” =q Der Quotient 2-er aufeinanderfolgender Glieder ist konstant.

n-1

n-m

2) 0On,m:

bn_
5 4

m

3) On:b,=4b,, b,  JedesFolgengliedist dasgeometrische Mittel seiner Nachbarn.

4.) Summenformel:

no T blﬂLl_qqur q#1

5.) unendliche geometrische Reihe:

b,
1-q

lim(s,) =
n-o

n-Faktoridle:
n'=1.2-3-4.5-6-...- (n-1) -n

Beispiel.:
5!=1.2.3-4-5=120
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Grenzwerte von Folgen:

Definition: alR,e0R"
U.(@={x|x-d<g =[x -e<x-a<g, ={xa-e<x<a+dg
nennt man e-Umgebung von a.

Haufungspunkt (HP) :

<Xn >nDN

x heil3t HP, wenn in jeder e-Umgebung von x unendlich viele Folgenglieder liegen.

= [0e>0:x, 0U,(x) furunendlich vielen.
= Oe >0:|x - x,| <& fur unendlich viele n.

Definition von “fast alle” - Grenzwert (GW):

fast alle: Alle bis auf endlich viele.

alR,Folge(a,)
a heil3t GW der Folge, wenn in jeder e-Umgebung von a fast alle Folgenglieder liegen.

man sagt:“ Die Folge avon n konvergiert gegen a.”

Schreibweise: lim(a,) =a

eine nicht konvergente Folge heil3t divergent.

a,-ac<e
a=|im(an)aDe>0D]]n>N:| : al
n-e a,du,(a)

Unter schied zwischen GW und HP:

a=HP injeder Umgebung liegen unendlich viele Folgenglieder.
a=GW injeder Umgebung liegen fast alle Folgenglieder.

- Jeder GW ist auch ein HP, aber nicht jeder HP ist ein GW.
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Grenzwerte von Funktionen:
. (sSin(x
Ilm[ ( )j =1
X -0 X

Gr enzwer tsatze von Funktionen:

lim(f ,,) £ 1im(g,, ) =lim(f ,, £g,)

lim(f ) 0im(g,,) =1im(f o, [©)
Spezialfall:
ist g, #00xOU, (X,)\{X,}undist b=lim(g,,)# 0 dann gilt:

%\ gy ) b

Bemerkung: wie bei Folgen gilt:
f
a)istb=Ound az 0= Iim(ﬂ} existiert nicht!
g(x)
b) ist b=0 und a=0 => gesonderte Untersuchung!

Einseitige Grenzwerte:

Definition:
1.) existiert der GW fur lim(f (x, + h) fur h>0, so nennt man ihn rechtsseitige
GW der Funktion f an der Stelle X,
Schreibweisen:
lim(f (x, +)) = lim(f (x, +h))
h>0
2.) existiert der GW fur lim(f (x,, + h) fur h<0, so nennt man ihn linksseitiger
GW der Funktion f an der Stelle x,,.
Schreibwei sen:
lim(f (x, +h)) =lim(f (x, +h))

3.) Sind linksseitiger und rechtsseitiger GW identisch, so existiert der GW an
der Stelle und hat den selben Wert.

Uneigentliche Grenzwerte: (GW fir x — o)

Definition:
1) Iim(f(x))z Iim(f(x)):z Iimf(ij
X - 00 X 007 x-0" X

2) lim(f,) = lim (f,,):= |imf£1j
X - 00 X - —oo* X0 X
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Stetigkeit einer Funktion:

Definition:
Jimf(x) =f ) :f(xltrg(x))

- Xp

in Worten:

1.) Eine Funktion heif3t stetig an der Stelle x,,, wenn an dieser Stelle der Funktions-
und Grenzwert Ubereinstimmen.
Bei stetigen Funktion &3t sich Funktions- und Grenzwertbildung vertauschen.

2.) Sind GW und FW an der Stelle x,, verschieden oder existiert einer der beiden Werte
nicht, so ist die Funktion unstetig.

3.) Eine Funktion ist in einem Intervall stetig, wenn sie in jedem Punkt des Intervalles
Stetig ist.

Stetig sind folgende spezielle Funktionen:

* konstante Funktion

* identische Funktion

» Exponentialfunktion

* Sinusfunktion
weiters gilt:

» Die Summe, Differenz und das Produkt stetiger Funktion sind stetig.

» Die Quotienten stetiger Funktion bei Nenner ungleich 0 sind stetig.

» Verkettungen (Hintereinanderausfiihrungen) stetiger Funktion sind stetig.

» Exigtiert zu einer stetigen Funktion eine Umkehrfunktion, so ist auch diese stetig.
Allgemeine Merkregel:

Alle Funktionen, die man - ohne abzusetzen - unter einmal zeichnen kann, sind stetig!

Stetige Ergdnzung von Funktionen:

Funktion f: D\{x} - R sei stetigin D\{x}
der GW lim(f,,) exigtiere.
Damnist f:D - R
_ lim(f,,) furx=x,
X0 T(x)=q9%% .
f oo fir x # X,

stetig in ganz D und heif3t stetige Erganzung von f an der Stelle X,
Stetige Erganzung ist nur bei LUCKEN machbar!
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Die Differentialrechnung

Differenzierbarkeit
Ableitung einer Funktion an einer Stelle x0 ( " Lokale Differenzierbarkeit”).

Definition:
f:D-R
X = f
Xo, X, DU (X,) O D
X; =X =Ax=h

g: Y1~ Yo :f(Xl) _f(Xo) =f(X0 +AX) _f(Xo) =f(Xo + h) _f(xo)
Ay X, =X, X, =X, AX h
Differentialquotient von f an der Stelle x, und xq+h.

hei 3t

1)

2) lim ﬂ = lim Y1~ Yo :”mf(XO +h) —f(x,)
ax -0\ Ax Xi-Xo X, = Xg h-0 h

hei 3t Ableitung der Funktion f an der Stelle x,,.

Ableitungsfunktion von f:

y=f(x)
i Oy _dy o fx+h)y=f(x) _ .. Ay
y'=y (X)—d—x—d—xf(x) _"mf‘lﬂf‘og

Einseitige Differenzier barkeit:

rechtsseitige Ableitung: f,"(x):= lim fix+h) -f(x)
-0

linksseitige Ableitung: f,'(x):= r!im w
-0

f ist differenzierbar an der Stelle x, = fist stetigin x,, wenn f,"(x,)und f,'(x,) existieren

und f,'(x,) =F,"(X,)ist.

physikalische Anwendungsbeispiel:
Lotrechter Wurf: s(t) =s, + v, [ - % [1?

Umformung =>v =v,—-glt —%mt
e = B iy
Momentangeschwindigkeit: Lm) V= L{ [rg)(vo gt > At=v,—-glt

Durchschnittsbeschl eunigung: a= TR ve—— -g
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Formeln fir die Differentialrechnung:

allgemeine Regeln fir die Verkniipfungen von Funktionen:
Ableitung

« fUr eineSumme/ Differenz:
f(X)=uX) £ v(x) > F'(x)=u'(x) £ v(x)

1
y=In(x) - y'==
X

y:=sin(x) - y'=cos(x)
y:=cos(x) — y'=-sin(x)

« fir eineMultiplikation: yi=tan(x) - y'= 1
S (X) = u(x) V(X) — F(X)=u' DV +u v’ cos?(x)
« fir eineDivision: — 1
u(x) UV -ulV' y=ootlx) - y'=—3
()= £ (x) =) sSn*(x)
V(x) v gleiche Formeln fir sinh(x), cosh(x), tanh(x), coth(x)!
* der verketteten Funktion: ] 1
! ' ' =arcsin(x) - y'=
0= u(v(0) £ = U (v() IV (x) yimaresnt) - ¥'= s
 Ableitung der Umkehrfunktion : , -1
1 y:=arccos(x) - y'=
* ' 1-x2
y=f(x) - yzm 1
i ) . y:=arctan(x) - y'=
Ableitung spezieller Funktionen: 1+x2
« Ableitung der konstanten Funktion : Y= ArCCOt(X) — y'= -1
y=c-y=0 1+x?
. . . . . 1
« Ableitung der identischen Funktion : ‘=arsinh(x) - v'=
" " y (X) -y NPy
yi=X - Yy=1 1
« Ableitung anderer Funktionen: =arcosh(x) - y'=———
i 'g e y ) =¥= 2
y:=x" 5 y'=nlX 1
y=a - y'=a*' [On() y=artanh(x) - y'= e
y=€ -y=¢€ y:=arcoth(x)_>y'=1 -
-X
=_log(x) - y'=
y:=glog(x) -y X0n@)
Dastotale Differential:
Def .

Fur eine diff. bare Fkt. f: D> W bezeichnet man dy :=df ,, :=f",, dx alstotaes Differential.

()

Dastotale Differential gibt die Ordinatenanderung der Tangente von der Fkt. f an, wenn die

Abszissenanderung dx betragt.

Fur kleine dx stellt dy die 1. Anderung des Fkts.-Wertes dar.

Linearisierungsformel:

foay =F Tdy=f,, +f',,Ox oder .., =f

o Hi

(x) i

Anwendung: Naherungsverfahren (siehe spéter), Fehlerberechnung:

absolute Fehler: | Fehler vony | = Ay =dy = ‘f "0

f (x)

relative Fehler: ‘&‘ [100% =
y

()

[AX| [100%

(x|
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Naherungsmethoden:

Newton’ sche Naherungsver fahren:
Definition:
X, OD heisst k - fache Nullstelleeiner Funktionf : <

f
~ @ lim—*—=0010{0,123,..k -3
X=X (X = X,)

b) li foo £0
) lim—%

= X, Isteine Nullstelle

Satz: Newton’ sche Néherungsverfahren:

Hat einediff.bare Funktion f bei x , D, eineeinfache Nullstelle sogibt esein x, 0D,
sodal3 die (rekrusive) Folge(x ) _ mit

nON

— _ f(Xn)
n+1 '_Xn '

(nON,) gegen die Nullstellex , konvergiert.

Xn

Kriterium zur Wahl des Startwertes:

Ineiner Umgebung von X, in der alle Naherungswertex,, X, X,, X,... liegen mussgelten:

f(x) |jf(x)

— < m<1
(fxy)

Mittelwertsiatze der Differ entialr echnung:

Satzvon ROLLE:Istf :[a b] - Rstetigundin]a, bf diff.bar und giltf , =f ),

so existiert mindestensein x, U]a, b[ mitf', , =0.
Mittelwertsatz :
f., —f
Istf :[a b] — R stetigundin]a, b[ diff.bar, dann existiert min.ein x, OJa, b mit ', | =%
° -a
Linearisierungsforme :
Foam =Foo *h'G,)
Naherungsformeln (bei x <<[1)):
A+x)" O1+nkx cos(x) 01
(ij O1-nlx tan(x) Ox
1+x
R/1+x D1+ED< e* Od1+x
n
sin(x) Ox In(1+x) Ox
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Regel von del’'Hospital:

Unbestimmte Form % :

Regd :
f:lab[ - R
xa f = Z(
N
Vorraussetzungen (VS) : 1.) Z, N stetige Fkt.in[a, b]
diff.barin]a, b[
2) N, #20,N',, #0in]a b

3) IXiEQZ(X) = Ix|[2 N, =0

. Z(X) ..
4) lim—==exidtiert

=2 N

Z z

= wenn diese Bedingungen erfillt sind, dann gilt : limf = # = |imN+*>
X-a X-a

(x) (x)

UnbestimmteForm el :

[00]
sindfirf :]a b[ - RdieVS1,2und4undist statt der 3.VSjetzt imZ,, =limN,, = o, s0gilt
Z VA
limf = —%L =lim—L
X—a x-a N'

(x) ()

Dierestlichen unbestimmten Formen sind erst auf die Form % oder — zu bri ngen.
[00]

Form"0[do":

f,, =limg,, Dimhy, =050" = lim %90 =" by jim| Mo |27

w = MG Bmnyg, = =M T P M T T e
h(x) g(X)

Form" oo - co":

21
lim(g,, —h,,) =" —-0" =Ilim (x)ig(x) —
X-a () (x) Yoa 1 1 0

H n " " m 1nAqoon = H M M |im(h)( D:h(g X ))
Bei den Formen"0™," oo™ ,"1"" gilt :limf :“mg(x)h(” :>exp.Fkt.:Ilm(eh‘x’ﬂh(('}]m)):e**a O
X-a X-a X-a

= nun wirdin einer Nebenrechnung lim(h,,, [In(g,,,) berechnet, das jetzt die Form"0[&" hat (siehe oben).
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K urvendiskussion:

Die Kurvendiskussion setzt sich zusammen aus:
a) Definitionsmenge
b) Ausnahmestellen = Pole, Licken?
c) Nullstellen
d) Extremwerte =» Tiefpunkte, Hochpunkte?
€) Wendepunkte
f) Wendetangente (nur wenn Wendepunkte vorhanden sind)
0) graphische Darstellung

a) wo ist die Fkt. nicht def.? Nenner-Nullstellen?

b) wo die Funktion nicht definiert ist (siehe a) ), muf3 untersucht werden, ob es sich hier um
eine Licke (kein FW, aber GW vorh.) handelt, oder um einen Pol (kein FW und GW vorh).

c) Nullstellen findet man, indem man f(x):=0 setzt bzw. mit N&herungsverfahren (siehe
NEWTON-Verfahren)

d) Extremwerte sind vorh., wenn gilt: ', =00f" ,, #0

- f", <0= loklesMaximum (Hochpunkt)

- f" ) > 0= loklesMinimum (Tiefpunkt)
€) Wendepunkte sind vorh., wenn gilt: f" , =00f"" , #0
f) wenn e) vorh., gilt:

t =k=f"'
an(a) (x) 3d
y=f, =kx+d

=ty =kkx+d

g) nun zeichnet man alle schon bekannten Punkte in einer Graphik ein und verbindet sie nach
besten Wissen und Gewissen.

Extremwer taufgaben:

Vorgangswei se:

1.) Aufstellen der Zielfunktion. Das ist jene Funktion die einen Extremwert annehmen
soll. Diese Grof3e hangt aber im allgemeinen von mehreren Variablen ab.
= Y=F(X1,X0, X3, X 11 Xp)-

2.) Aufstellen von (n-1) — Nebenbedingungen. Dadurch kénnen (n-1) — Variablen
aus der Zielfunktion eliminiert werden.
= y=f(x)

3.) Den Definitionsbereich festlegen.

4.) differenzieren der Zielfunktion.

5.) Nullstellen der Ableitung suchen.

6.) Untersuchung, ob die gefundene Nullstelle ein Minimum oder Maximum ist. Dies
erkennt man in der 2. Ableitung.

7.) Berechnung der tbrigen Bedingungen.
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8.) Extremwert der gesuchten Grol3e berechnen.
Kurven in Parameterdar stellung:

Definition:

| OR Interval
ebeneKurve:
f:l - R?
=y = (X (1), x5 (1)) bzw.: (x(1), y(1)
t...Parameter
raumlicheKurve:
f:l - R®
ta = (g (1), x5 (1), X5 (1)) bzw.: (x(1), y(1), (1))
Bemerkung:

g:l - R
xa y:=g(x)
Funktion 183t sich affassen, als verkurzte Schreibweisein Parameterdarstellung :
f:l - R?
ta f,=(tg(t)
x:=t

- Funktion = Spezialfall einer ebenen Kurve.
Durch Eliminieren des Parameters gelingt es oft, eine Parameterfreie Form zu erhalten.

2 Prinzipielle Vorgangsweisen beim Eliminieren:

a) Kreisgleichung:
f:[0,2r] - R?
ta f, =(rcos(t),r [sin(t))
= X = x(t) :=r [Eos(t) /? s
y =y(t):=r&En(t) /?

x?+y?=r?
b) Parabel
f:[-55] - R?
ta f,:=(20p 1.t?)

X

:>x=x(t):=\/ﬁEt:>t=\/ﬁ

2

y = y(t):=t* = eingesetzt : 2X
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polar e Parameterdar stellung:

Neben der kartesischen Parameterdarstellung (=Angabe von x und y Koordinaten) gibt es auch die Méglichkeit
einen Punkt durch Angabe von Betrag (=Abstand zum Ursprung) und Winkel, gemessen von der positiven x-
Achse gegen den Uhrzeigersinn, festzulegen.

polare Parameterdarstellung einer ebenen Kurve:
f:l - RyxR
to £ = (r(t); o(t)

Unterscheidungsmerkmal: Bei der polaren Par ameter dar stellung werden die Werte Betrag
und Winkel durch”;” getrennt!

Umrechnung von kartesisches System in polare Parameterdarstellung:

r=r(t):=yx*(t) +y*(t)

= o(t) = y(®)
o =09(t) = arctan(x(t))

Umrechnung von polarer Parameterdarstellung in kartesisches System:

X = X(t) = r(t) Ceos(d(t))
y =y(t) = r(t) LSin(¢(t))

Differation von Kurven in Parameter dar stellung

d 1
d_xfm =t

o . o d d
unabhéngige Variableist Jetztt:axm =%, Ey“) =¥,

Richtung der Tangente:
_ §_ ROan(t) +r _ r'(¢) Oan($) +r()

Y= Rerdan(t) | r'(6)-r(o) dan(d)
e L O SR L )5 i
% K & | &
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Krimmung, Krimmungskreis

Definition:
1) EinKreis, der in einem Punkt (X,,f ) einer Funktion f,, in der 1. und 2.
Ableitung mit der Funktion Gbereinstimmt hei (3t Kriimmungskreis, Schmiegekreis.

2.) Die Kurve auf der die Mittelpunkte aller Krimmungskreise an einer Funktion
liegen, nennt man EVOL UTE dieser Funktion.

3.) Die Urspruingliche Funktion nennt man dann EVOLVENTE dieser Evolute.

Berechnung des Krimmungskreises an eine Funktion y=f,, im Punkt P(xy/f ).

gesucht: X, ,Yu,P

1+ (f° 2 2 + @2
= X :xo—f'(xo)[_)%:x(t)—xﬁgu
L KB RO
1+(f' )3 X+ &
Vi =foe, %:y(t)+&|]7&
L. KB B

3 3
0= @+, )?)? _ (& + )2
" o) R &K
Bemerkung : p kann auch negativ werden= ", » < 0= Krimmungskreisliegt UNTERHALB!

Definition : K := 1 hei 3 Krimmung.

Evolute: e(t) := (x,, (t),y (1)
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