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Naher ungsver f ahren zur Berechnung von Null stellen

Das Newt onsche Iterationsverahren

1. Dieses Verfahren der Nullstellenandherung macht von der Tatsache Gebrauch, dass der

Funkti onsgraph einer differenzierbaren Funktion in einer Umgebung U(x;) durch die Tangente
imPunkte Py(xi] f(x1)) approximert wrd.
Gelingt es einen Wrt x; zu finden, dessen Funktionswert schon "nahe" bei 0 liegt, so
bestimt man den Schnittpunkt der Tangente im Punkte P, der x-Achse. Man kann erwarten,
dass die so ermttelte Stelle x, einen besseren Naherungswert fur die gesuchte Nullstelle z
darstellt als der Startwert xi.

Fir di e Tangentenfunktion t zur Stelle x; gilt:

t(x) = 7 (xq) Ox = xq) + f(xq)

fur die Nullstelle x; dieser Funktion gilt also:

t(xz) = (x1) dxz = xq) + f(xy)

Falls f (x1)$0 ist, ergibt sich daraus:

f(x1)

Xy =X, = ———2—, also X2=X1_f‘(x)‘
1

Durch di e Berechnung von (xz) kann man feststellen, ob x, tatsé&chlich naher bei der gesuch-
ten Nullstelle z liegt. Ist dies der Fall, so kann nman das Verfahren zur Berechnung
wei t erer Naherungswerte w eder hol en:

X3'X2=‘M' 4 = 3‘M’ USW.
£ (x2) 7 (x3)
Auf diese Wise erhdlt man eine Folge von Naherungswerten X;, X, ..., Xn Xpep ... . Der

Wert x,,, ergibt sich aus dem vorhergehenden Wert x, nach der Rekursionsgleichung

= _ f(xn)

Xns1 ~— Xp =

2 (xn)

Wenn der Ausgangswert X, ausreichend nahe bei der tatséchlichen Nullstelle z liegt, kann
man erwarten, dass die Folge x, dieser Zahl z schliefllich beliebig nahe kormt. Die Fol ge X,
Xy ..., X, strebt einem Genzwert zu. So ist z also der Grenzwert der Folge x, so das

gilt: limx, =2-
no o
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| saac Newton - zur Person

- englischer Physiker, Mthematiker und Astronom

- 1643 in Wol sthorpe bei Grantham (wi nziges Dorf) geboren

- 1727 in Kensington verstorben

- Sohn eines Landpachters

- 1699 bis 1701 Professor in Canbridge

- seit 1671 Mtglied und seit 1703 Professor der Royal Society

- 1699 Direktor der Minze

- N entw ckelte die binom sche Rei he, die Theorie der
Differential- und Integral rechnung

- lieferte Beitrage zur Al gebra und erfand die
I'nfinitesinal rechnung

- in der Optik arbeitete N. Uber die Dispersion des Lichtes,
er war derjenige der bei Experimenten an G asprisnen
erkannte, dass sich weiBes Licht aus versch. Spektral farben
zusamenset zt

- im Cegensatz zu Huygens(Wel | entheorie) war es nahnlich auch,
der Licht als eine Bewegung schnell fliegender Teil chen
deutete

- er entdeckte die Newtonschen Ringe und konstruierte 1668 ein
Spi egel t | eskop

- N leitete aus Keplerschen Gesetzten das allg. Gavitations-
gesetz ab => stellte Gundlage fur H nmrel snechani k dar

- mt der von i hmaufgestellten Axionatik der Mechani k wurde
N. zum Begr tinder der kl assischen Physik => die von ihm
fornmulierten GesetznmiRRi gkeiten galten unei nge-
schréankt bis zur Entw cklung der Relativitatstheorie

Ubungen und Auf gaben

1. Ermitteln Sie mit HIfe des Newt onverfahrens Naherungswerte fir die Nullstellen von f.

D f(X) = x——t 9 f(x) =arctanx—+/x
x2+1

) f(x)=/x+x2-1 o f(x)=e™* -x+1

o f(x)=3¥x2-x2+2 f) f(x)=x2-Inx-2

Al l gemein zum I terationsverfahren

Das N.N. ist ein Verfahren zur Nullstellenbestimung einer Funktion f(x), wenn fur jede Stelle
(Xo,Yo) die Ableitung yo gegeben ist. Bei jedem Schritt wird die Funktion ersetzt durch die
Gerade durch den Punkt (Xo,Yo) mt der Steigung yo falls yoof 0. Die Nullstelle x; = x;- yidy1
ist eine Naherung an die Nullstelle von f(x). Dieser Schritt wird iterativ wi ederholt. Bei
Anndherung von x; an die gesuchte Nullstelle x* hat das N. N. quadratische Konvergenz, d.h. |x*

Xial < K(x* - x;)2. Das N.N. 1aRt sich auf nehrere Di nensionen verallgenmeinern. Sucht man
zum Bei spi el die Lésungen der @ eichungen f1(x,y) = 0 und f2(x,y) = 0, so bringt man an jeder
Stutzstelle die Tangential ebenen an di ese Funktionen mteinander und nit der Ebene z = 0 zum
Schnitt und erhalt daraus einen Schatzwert fir die gesuchte Nullstelle (x*,y*).
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Bei spiel 2

Nicht in jedem Fall fudhrt die Anwendung des Iterationsver-
fahrens zum Zi el

Die Durchfihrung des Verfahrens ist einerseits abhadngig vom
Funktionsverl auf und ob der Startwert x; ausrei chend nahe genug
bei der Nullstelle z liegt.

Ei ne Bedi ngung dafir, dass das Verfahren zum Ziel fuihrt, ist
das die Folge X1, X2, ..., Xp einem Genzwert zustrebt.

Bei der Durchfihrung des Verfahrens ist festzustellen, ob sich
die Werte Xi3, Xz, ..., X, imer weniger unterscheiden, oder ob
die Werte der Folge f(x;) f(x2), ..., f(x, der Zahl O immer

naher kommen oder nicht.
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Das Newt onsche Iterationsverfahren

Naher ungsverfahren zur Berechnung von Nullstellen

Fur die Tangentenfunktion t zur Stelle x; gilt:

t(x) = f (x,) Qx = x,) + f(x,)
far die Nullstelle x; dieser Funktion gilt also:

t(x,) = f (x) Ox, = x,) +f(x,)
Falls f (x1)$0 ist, ergibt sich daraus:

X - X =—M, aISO X2=X —M_

S f(x,) b (xy)

Weitere Berechnung der Naherungswerte:

(G5 IR (€.7)

X; =X, = N ) . = X5 - , USW.
f(x,) f(x5)
Al'l genei ngul ti ge Fornel (Rekursionsgleichung):
Xn+1 - Xn = - f(Xn)
f(x,)
Def.: |Ist eine Funktion Uber einem Intervall [a,b] zweinal

stetig differenzierbar, ist der Gaph von f Uuber [a;Db]
durchweg |inksgekrimt oder durchweg rechtsgekrimt,
gilt ferner f(a)* f(b)<0, so konvergiert nach dem
Newt onverfahren fir jeden Startwert x; g a;b] die Folge
Xp Mt eben dieser d eichung.
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