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Polynomfunktionen als Funktionsersatz

Polynomfunktionen a's e-Funktionsersatz

Wir wissen von der Herleitung von e, dass gilt:

1
e=(1+h)" fur|h << 1
=e"=1+h

Damit ist die erste Naherung fiir € : & =1+xfir|x <<1

Im Bild (S.88) kdnnen wir sehen, dassy = 1 + x Tangente an f(x) = € fur x = 0 ist, und
auRerdem f(x) = € immer, aulRer fir x = 0, Uber der Tangente liegt.

=& >1+X

Eine bessere Naherung erhdlt man, indem man die Gerade durch eine Parabel ersetzt. Dadurch
wird die Krimmung mit berticksichtigt.

Um diese zu finden schauen wir uns noch einmal die Tangente an. Sie stimmt nicht nur im
Funktionswert, sondern auch in der 1. Ableitung mit dem Graphen der Funktion tberein.

Fir die Parabel fordern wir nun, dass diese auch in der 2. Ableitung mit dem Wert der 2.
Ableitung von f(x) = € fir x = 0 Ubereinstimmt, so dass sie dort auch die gleiche Kriimmung
besitzt.

Ansatz:

p,(x)=a,x* +a,x+a,; p,(0)=a, ; ep0)=1 =a,=1
p,()=2a,x+a;  p(0)=a, i ePO)=1-a=1
p,(X)=2a,; P(0)=2a,; &p (O =1 =a,=7

:>p2(x)=%x2 +Xx+1=¢*

Nach dieser Betrachtung kdnnen wir vermuten, dass die Anngherung um so besser wird, je
hoher die Potenz der Polynomfunktion ist. Wir nehmen deshalb gleich ein Polynom n-ten
Grades und verlangen, dass moglichst viele Ableitungen (n Stiick) mit dem Funktionswert
von f(x) = € fur x = 0 Gbereinstimmen.

Der Term des Polynoms n-ten Grades lautet dann:

p,(x)=a,x" "'an—lxn_l +K +a,x+a,=p,(0)=a,

Wir bilden die Ableitungen:

P () =N X" +(n-1) [, x""+K +a,=p,(0)=a

M

p(x)=K +k (k-1 Ok -2) (K [2a, = p¥ (0)=k(k-1)(k-2) K [2a,

k'(k=1) (k—2) ... 21 wird abgektrzt mit dem Symbol k! und bedeutet das Produkt aller
nattrlicher Zahlen von 1 bis k. Um dies noch zu vervollstandigen, wurde noch 1! = 1 und
0! = 1 definiert.
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Den Grund kann man an folgender Formel sehen:
nN=(mn-21n

Far n =2 gilt:

20=1"2=2und2l =(2-1)! 2=11"2=1! =!
Farn=1gilt:
I'=1-1)'"1=0"1undl'=1=0'=1

Fir die k-te Ableitung unserer Polynomfunktion an der Stelle x = 0 gilt also:
Py’ (0)=K![&,
Daalle Ableitungen von f(x) = € fir x = 0 den Wert 1 haben muss also

k![&, =1 sein, und somit a, :%

Die gesuchte Polynomfunktion n-ten Grades heisst also:
pn(x):l@%—1 X"t +K +1&+l:ex
n! (n=1! il o

X : 1 k
e =)» —[X
i

kurz:

Polynomfunktion als sin-Funktionsersatz:

Ansatz (fir n =5):

Ps(X) =a;x® +a,x* +a,x° +a,x* +a,x+a,
P (X)=5a,x* +4a,x° +3a,x* +2a,x +a,
Ps (X) =20a,x° +12a,x* +6a,x + 2a,

P, (X) =60a,x* +24a,x +6a,

pl” (x) =120a.x +24a,

P& (x) =120a,

f(X) = sinx
f () = cosx
f'(x) = -sinx
f'(X) = -cosx
f(x) = sinx
fO(x) = cosx

p(0)=2a, :f(0)=0 = a,=0
p (0)=a, f(0)=1 — a=1
p (0)=2a, f'(0)=0 — a,=0
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p’(0)=6a, ' 0)=-1 = a?’:—%
p(4) (0)=24a, : f(4)(0) =0 = a,=0

1

®)(0)=120a - 190) =1 — g =

PO © °"120

= h(x) - L Lisix
120 6

Allgemein:

p!(0)=k![@, (siehe oben)

- dasinx bel allen geradzahligen Ableitungen an der Stelle x = 0 den Wert O hat folgt:
k! "a, =0 =a,=0furk=2z;z0INp

- bei alen Ableitungen von sinx mit k = 1 + 4z mit z[J INg ist der Wert 1
=k!a, =1 :ak:%fUrk:1+4z;zDINo

- bei alen Ableitungen von sinx mit k = 3+ 4z mit z OINg ist der Wert -1
=k, =-1 :akz—%fUrk=3+4z;zDINo

= Die gesuchte Polynomfunktion n-ten Grades heisst damit:

pn(x):ix—%x%éxﬂK
oder p, (x)=(-1)° —x+( 1)? x 4 (-1)? %x WK+ 1)kmx"=sinx mit = 2ke+1
Kurz:
sinsz( 1)) ———X*" mitn=2k+1

=0 (2 +1)'



