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1 Funktionen

1.1 Funktionsbegriff

1.1.1 Definition
Esseien X,Y nichtleere Mengen. Eine Vorschrift f mit der Eigenschaft
DO X Oy ¥y f(x)
hei3e Abbildung (oder Funktion oder Zuordnung) von X in'Y.
Das Element y = f(x) heif3e Bild von x unter f, und x heif3e ein Urbild von f(x).
Die Menge X heif3t Definitionsbereich der Funktion f, haufig mit D(f) bezeichnet. Die Menge
Y heifld Zielmenge von f. Die Menge f(X) heif3e Bildbereich oder Wertebereich von f, kurz
Bild f.

1.1.2 Grundfunktionen

(a) Die ganzrationale Funktion:
f(x):=> ax" 0 R, a,a,,..,d4) Rfest.D(¥) R.
k=0

Fir a, # 0 ist f(X) = Py(x) ein Polynom vom Grade n.

Sonderfélle:

» konstante Funktion
f(x) :=b.

« lineare Funktion
f(x) := ax.

» affine Funktion
f(x) :=ax +h.

(b) Die gebrochen rationale Funktion

n

NI
X’

f (x): = 2k == a,a,..,.a, ORundby,b,,...b0 Rfest, D(f3 {¥ RiQ@® ¢.
Qm(x) Zb

j=0

(c) Die n-te Wur zelfunktion

f (x):=%/x, D(f):=R}, n ON fest.

(d) Der Absolutbetrag

f(x):=|x, D(f):=R, Bildf=[0; + o).




Carsten Herian & Benjamin Landorff 14.02.2001
Mathe || Zusammenfassung

(e) Die Signumsfunktion

+1 :x>0,
f(x):=signx={+0 :x=0, mitD(f) =R, Bildf ={-103.
-1 :x<0

(f) Die Entire-Funktion
f(x):=[x, D(f) =R, Bildf =z (¥ istdiegroRte p OZ mit p< x).

1.1.3 Maximaler Definitionsbereich

Der maximale Definitionsbereich Dma(f) O R einer Funktion f ist digjenige Menge, die zu
jedem ihrer Elemente X [0 Dmax(f) €inen formelmardigen Ausdruck for f(x) zul&’t, wahrend
f(x) fur x O Dmax(f) nicht definierbar ist.

1.1.4 Vektor- und matrixwertige Funktionen

(@) Vektorwertige Funktionen:
D(x,) - R,

Esseienxj:
t x,(t),

j=12,...,n,

Funktionen mit gemeinsamen Definitionsbereich(3¢ D= ﬂ D(xj)] R.Dannist eine
j=1

vektorwertige Funktion X: D — R" durch folgende Vorschrift erklart:
x(t)
X, (t)

X(t):=

00 DmitD(® D,Bild® R".

X, (t)
(b) Matrixwertige Funktionen:
D(ajk) - R,

ta(t),

Esseien a,,: j=12,...m k=12,...,n,

Funktionen mit gemeinsamen Definitionsbereich (¢ D ﬂ D(ajk)] R. Dannist eine
i
matrixwertige Funktion AD - R™ durch folgende Vorschrift erklart:

all(t) T aln(t)

Alt):= OO0 DmitD(A) D, Bild& R™Y,
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1.1.5 Grundoperationen auf Funktionen

(@ Nullstellen:
Eine Zahl xo O D(f) heif3t Nullstelle von f, wenn gilt: f(xo) = O.

(b) Summe:
(f +9)(x) :=f(x) + g(x).

(c) Skalares Vielfaches:
(AH)(X) := AMf(X).

(d) Produkt:
(fg)(x) :=f(x)g(x).

(e) Quotient:

(ij(x)::ﬂ, xD{xO:g(xo)z (}

g

(f) Betrag:
[f1(x) := )1

Nur in R:
(g) Positiver Tell:

(h) Negativer Teil:

.o f(x) =0,
f (X)'_{—f(x) £ (%) <0,

(i) Maximum:
(max{f,g})(x) := max{f(x),g(x)}.

() Minimum:
(min{f,g})(x) := min{f(x),9(x)}.

Es gelten folgende Zusammenhéange:

f=fr—f |f|=f 45 £ =%(|f|+f),f' :%(|f| ~f)

max{f,g} =%(f +g+|f —g|), min{f,g} =%(f +g —|f —g|).




Carsten Herian & Benjamin Landorff 14.02.2001
Mathe || Zusammenfassung

1.2 Grenzwerte

Anmerkung: Im Folgenden gilt nicht notwendigerweise, dald xo /7D(f).

1.2.1 Eigentliche Grenzwerte

(@) Linksseitiger Grenzwert:
lim f(x)=g" = B> ®= 8(ep 0:[f(x} g¥ eO& D(f)x, <x %, 3

X Xo+

(b) Rechtsseitiger Grenzwert:
lim f(x)=g~ = B> B= 3(gf 0:f(x} g% eOX D(f)x, >x %, &

X Xg—

(c) Grenzwert:
limf(x)=g = B> @= 3d(ep 0:f(x} gk eOX D(f¥0 4x x,| &

X Xg

(d) Sprunge:
Existieren im Punkt Xo 0 R voneinander verschiedene rechts- und linksseitige Grenzwerte

lim f(x) = g*, so hat die Funktion f bei xo einen Sprung der Hoéhe |g” - g
X Xg*

(e) Singularitaten:
Ein Punkt xo O R hell3t Unbestimmtheitsstelle oder singulére Stelle oder Singularitét von f,
wenn wenigstens einer der Grenzwerte g* oder g nicht existiert. Singularitéten treten bei

P
rationalen Funktionen % in den Nullstellen des Nennerpolynoms Q(x) auf, sofern diese

nicht gleichzeitig Nullstellen des Zahlerpolynoms P(x) mindestens derselben Ordnung
sind.

(f) Algebraische Operationen:
SeienF:= lim f(x), G:= lim g(x); Dann gelten die folgenden Regeln:
X— Xo X Xg

0) Xllryo[af (x)] =aF

(I) Xl[rg[f(X) +g(x)] =F +G

) Xlinxl[f(x)g(x)] = FG
f(x)

(V) Iim—=E,
% g(x) G

fallsG #0

(g) Ordnungsr élationen:
() |[f(x) <MD D(f)=limf(x) <M

X X

an |f(x)<g(x) a0 D(f) D(g)= lim f(x) < limg(x)

X~ Xo X - Xy
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(111) Einschlieflungskriterium:
f(x)<g(x)<h(x) Olim f(x)= g= limh(x) = limg(x) =g
X Xo X - Xg

X = Xo

1.2.2 Uneigentliche Grenzwerte

Definition:

(a) Die Funktion f hat in +oo (bzw. in -c0) den Grenzwert g, wenn gilt:

B> G= &gk 0:f(xr ok &x d(baw. x<-9
Schreibweise: lim f(x) = g.

X — too

(b) Die Funktion f hat in Xo [0 R den uneigentlichen Grenzwert +oo (bzw. -c0), wenn gilt:
1 1
E> BG= 3(g 0:f(xp E(bzw.f(xk— E) D0 D(f)o x x5 &

Schreibweise: lim f(x) = o

X Xo(2)
Rechenregeln:
Seien lim f(x) = +co = lim h(x), [img(x) =g

Limes-Regel Formale Regel
(1) Iim[f(x)+0(g(x)] = +o0,0 OR o+r=oo, R
) Iim[f(x)g(x)]:+oo,g >0 0 *r=o00,>0
(3) Iim[f(x)h(x)] = 400 =Iim[f(x) +g(x)] 00 + 00 = 00
@ . g(x) _ r_

Ilmm—o OO—O,rDR
©) Iim%=+oo,g>0 ?:oo,r>0



