Differenzierbarkeit

f(X) = f(x)+ (%) Wx=X%,) +r(x) x =x;) (#)
Kettenregel

Beweis:

Ziel ist es, Differenzierbarkeit (s.0.) fur f(g(x)) herzuleiten.
Dann erhalt man, da3 f o gdiffbar. ist, und man sieht die gesuchte Formel.

Danach Voraussetzung f und g (auf entsprechenden Definitionsbereichen) diffbar. sind, 183t sich
jeweils (#) anwenden.
Nach Einsetzen, Umformen und zusammenfassen erhdlt man das gewtinschte dann.

Also:
« Daginxgdiffbar., gilt wegen (#)
9(%) = 9(%) + ' (%) [lx =%,) +1(X) x —x;) mit Jimr(x) =0

= 909 = 90%) =['(%) +1 ()] Tx ~x;) mit limr(x) =0 ®

« Daf diffbar gilt fur die Stellen y;b D
f(y) = f(b) + f'(b) Wy —b) +k(y) Ly ~b) mit limk(y) =0

» Daf diffb. in g(xg), setze y=g(x), b=g(Xo)

Damit erhdlt man dann:

F(9(x)) = F(9(x,) + f(9(X,)) La(x) —9(X,)) +k(9(x)) Mg(x) —g(x,)) @)
mit XIinxn k(g(x))=0



* (1)in(2) einsetzen
Man erhalt:

F(900) = f(9(%)) +[ F(9(%)) +k(a(x))] Figr (%) +r(x)] Tx —%,)

Ausmultiplizieren liefert:
F(9(x)) = £(9(%)) + T(9(x%0)) 1" (X )(X =Xo) +F7(9(xXy)) W(X)(X =%,) +k(g(x)) ['(%,) +r(X)) (X —x;)
= £(9(x0)) + £7(9(%)) [ (%) (X = %) +1(...) X —X,)

Diese Funktion f(g(x)) ist diffbar., fallst(...) - O fur x - Xg
(Bewels Uber Grenzwertsétze)

Nun mufd man nur noch umformen:

F(900) = 1 (30) + (806 [8'0)(X %) *1(.) ¢ =) -1 (g0)

f(900) — £ (906)) = T(906)) ()X ~ %) +1(.) ¢ -x,) x-x,)

f (g(x()))(: ; ()g(XO)) = (g(%)) [ (%) +1(...) llim auf beiden Seiten
f - f

tim -9 P = i £ (g000) (106) (] = (00 @)

nach Def. der Ableitung

(f 2 9)' (%) = (f(9(x)) t(.) -0

= (fo9)'(x) = £'(9(x)) W' (%)

Ist gin Xound fin g(xg) diffbar., soist f o g in Xo diffbar., und es gilt:
(fo9) (%) = (f(9(x))) = F(9(x,)) L' (X,)

[@uRRere Ableitung mal innere Ableitung]




