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1) Ellipse

= Skizze

1. Hauptlage: 2. Hauptlage:

A, B ... Hauptscheitel

AB = 2a ... Hauptachse

C,D ... Nebenscheitel

CD=2b ... Nebenachse

Fi, F2 ... Brennpunkte a2 = b2+ e2
Fle =2e

MF, = MF, = e ... Brennweite,lineare Exzentrizitat

I, I ... Leitstrecken

M (0]0) ... Mittelpunkt

= Definition

Eine Ellipse ist die Menge aller Punkte, fir die die Summe der Abstdnde zu 2 festen Punkten, den
Brennpunkten, konstant 2a ist.

ell = {XIXF1+XF2 = 2a} = {X||1+|2 = 2a}

= Spezialfalle
a) a=b => e=0;b=a=rF;=F,=M Kreis
b) e=b Gleichseitige Ellipse
c) e konst (selbe Brennpunkte) Konfokale Ellipse
je groéRer b, desto groRRer a — :'-::'a
II." I_.- ) -~ -.H'.x.] '.II
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Konstruktion

hd

Punkte A, B, C, D, M, F; und F, einzeichnen

Rechteck MBEC zeichnen

die Normale auf die Gerade (B,C) durch E zeichnen > Mg und Mc Mittelpunkte der
Schmiegekreise, durch Spiegelung M, und Mp einzeichnen

neben Ellipse Strecke 2a zeichnen

mit Zirkel von F; Strecke in kritischen Bereich zwischen Schmiegekreisen abschlagen und bei 2a
abtragen

(2a — abgetragener Strecke) von F, abschlagen > X;, Spiegeln

sooft wiederholen, bis Ellipse zeichenbar

= Gleichungen
Gleichung einer Ellipse in 1. Hauptlage: Gleichung einer Ellipse in 2. Hauptlage:
b2X2 + a2y2 = a2b2 a2X2 + b2y2 = a2b2
X2, y2_, X2,y _ .
—_— = —_— =
a? b2 b?  a?

Ableitung der Gleichung einer Ellipse in 1. Hauptlage

X (xly) F1 (-e|0) F2 (el0)

XF
XF,

V (€2 + 2ex + x2 + y?)

V(62— 2ex + x2 + y?)

V[(-e = x)2 + (v
V(e —x2+ ()

XFi+ XF; = 2a
V(ez+2ex+x2+y?)+vV(e2-2ex+x2+y?) = 2a |-V
V(ez+2ex+x2+y?) = 2a-v(e2—2ex+x2+y?) |2
e2+2ex+x2+y2 = 4a2—4avV (e2—2ex + X2 +y2) + e2—2ex + X2 + y2
4ex —4a? = -4av (e2—2ex+x2+y?) |4
ex—az = -aV (e2—2ex +x2+y?) |2
e — 2a%ex + a' = a%e?- 2a%ex + a2 +a%? |- ex?—a%e?
a% — ae? = 32x2 — e2x2 + azy?
aZ(aZ _ eZ) = X2(a2 _ eZ) + a2y2

az—e2 = p2
b2x2 + a2y2 - a2b2 | :a2b2
x2

ELY g
az+h2
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= Beruhrbedinqung

geg.: g:y=kx+d

Ellipse in 1. Hauptlage: azkz+ b2 = @2
2. Hauptlage: b2kz + a2 = d?

Kreis in  Ursprungslage: r2(1+k?) = d? az=p2=r2
allgemeiner Lage r2(1 +k?) = (uk —v +d)?

= Ableitung der Beruhrbedinqung einer Ellipse in 1. Hauptlage

geg.: ell: b2x2 + a2y?2 = ah?
o y = kx+d

gn el

b2x2 + a?(kx + d)2 = a2b?

b2x2 + a2k2x2 + 2a2dkx + a2d? = a2b?

x2(b? + a%k?) + x(2a2dk) + a2d2—a2b2 = 0

(b2 + azk?)x2 + (2a2dk)x + (a2d2—a2b?) = 0 | :(b2 + aZk?)
aldk a’d*-a?p?

R A Fos e S S o v

2Pk _, 2% - (@02 - 2Ph2)(b?ra’kY)
25 pfeafk? (b2+a2k2P
2 1
—_—adk 1 a2 2123 44903, 24, 4,212
O £ ey +Ja*d?k2-a2h2 ¢ - a* d?k? + a2b* + ahZk
2
_ __a%dk ah |
X12= “plaa?id E pPaghd 102 thPralk?

R S—
D

D = a%k?+ b2-d?
D>0 2Lésungen Sekante

D=0 1 Lésung Tangente
D<0 0Ldsungen Passante

= Tangentengleichung und Polarengleichung

geg.: Ellipse

T (X1]y) Oell - Tangente tdurch T

P (xily2) Uell - Polare p
Die Polare p geht durch die Schnittpunkte T; und T,
(Tangenten durch P n Ellipse)

Ellipse in 1. Hauptlage: Ellipse in 2. Hauptlage:
b2xx, + a2yy,; = azb2 azxx, + bzyy, = azb2
KRy, ¥¥_ g EXq,¥V1_ 4
a? * b? b? * a?
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2) Hyperbel

= Skizze
1. Hauptlage: 2. Hauptlage:
¥
1
Fi..
A
a
E b ED
X
i}
E,
o

A, B ... Hauptscheitel

AB = 2a ... Hauptachse

C,D ... Nebenscheitel

CDh=2b ... Nebenachse az+ b2 = e2
Fi, F» ... Brennpunkte

F1F2 =2e

MF,=MF,=e ... Br(_annweite,lineare Exzentrizitat u, V: y= i%x
I, I ... Leitstrecken

M (0]0) ... Mittelpunkt

u, v ... Asymptoten der Hyperbel

Ma, Mg ... Mittelpunkte der Schmiegekreise

= Definition

Eine Hyperbel ist die Menge aller Punkte, fur die die Differenz der Abstande zu 2 festen Punkten, den
Brennpunkten, konstant 2a ist.

hyp = {X|XF1—XF, = 2a} = {X| [li— 1| = 2a}

» Spezialfalle
a) a=b => e=av2
b) e konst (selbe Brennpunkte) Konfokale Hyperbeln
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= Konstruktion

Er —
c
/ 2a
I, F, A i
D

Punkte A, B, C, D, M, F; und F, einzeichnen

Rechteck MBEC zeichnen

Asymptoten einzeichnen

die Normale auf die Asymtote (M,E) durch E zeichnen > Mg Mittelpunkte des Schmiegekreises
des rechten Hyperbelastes, durch Spiegelung M, einzeichnen

neben Hyperbel Strecke 2a zeichnen

mit Zirkel von F; Strecke bis auBerhalb des Schmiegekreises abschlagen und bei 2a abtragen
(abgetragener Strecke — 2a) von F, abschlagen > Xj, Spiegeln

sooft wiederholen, bis Hyperbel zeichenbar

= Gleichungen

Gleichung einer Hyperbel in 1. Hauptlage: Gleichung einer Hyperbel in 2. Hauptlage:
BZXZ - a2y2 = a2b2 _a2x2 + b2y2 = aZbZ
x2 _y? x> y?
az ! e

=  Ableitung der Gleichung einer Hyperbel in 1. Hauptlage

X (xly)

Linker Ast: rechter Ast:

XF,—XF, = -2a XF; - XF, = 2a

501G = -2a 5 N-1E = 2

V[(-ex2+y2] - Vi(e-x)+y)] = -2a VI(-e-x)2+y?] = Vl(e-x)*+y?] = 2a

V(ez+2ex+x2+y?) = V(e2-2ex+x2+y?) —2a |2 V(ez+2ex+x2+y?) = VJ(e2—2ex+x2+y?) +2a |2
€2+2ex+x2+y2 = e2-2ex+x2+y2-dav[(e-x)2+y?] +4a2 | e2+2ex+x2+y? = e2-2ex+x2+y2+4av[(e-x)2+y?] +4a2
dex—4a? = -daV(e2—-2ex+x2+y?) |4 |2 dex —4a? = d4av(e2—2ex+x2+y?) |4 |2
e2x2 — 2a%ex + a' = a2(e?— 2ex + X2 + y?) e2x2 — 2a%ex + a' = a2(e?— 2ex + X2 + y?)

e2x2 — 2aZex + a' = a%e? — 2aZex + a2x2 + ay?
82x2 — a2x2 —_ a2y2 = aZeZ — a4
XZ(eZ _ a2) _ a2y2 = aZ(eZ _ aZ)

e2—g2 = h2
b2x2_a2y2 = a2b2 |:a2b2
Ll
az p?



Beruhrbedingung

geg.: g:y=kx+d
Hyperbel in 1. Hauptlage:
2. Hauptlage:
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d2 + b2 - azkz
d2 - a2 + b2k2

Ableitung der Beruhrbedinqung einer Hyperbel in 1. Hauptlage

geg.: hyp:  b2x2-a2y?2 = azb?
o y = kx+d
g n hyp:
b2x2 - a?(kx + d)2 = a2b?
b2x2 - azk2x? - 2a2dkx - a2d? = azb?
X2(b? - a2k?) - x(2a2dk) - a2d? - azh? = 0
(b2 - azk?)x2 - (2a2dk)x + (-a2d2—azb?) = 0 | :(b2- aZk?) (b2-a%k2) £ 0
2 242 _ o33 ; .
2 o _a‘idk -acd -ah®_ Spezialfall:
G T L T P b2-az2 = 0
v - Ak, [atd?K? - ((-a2u? - 22p?)(b?-a’k?) bt = a;'f
127 p?_52k2 | (b2 -a2k2F ke = L
2 , _ ,4a
Xyp= haa_:gkztm-ﬂfa"‘dzkhazhzdz—a#dzkz+a2h4—a"h2k2 k = +h
aZdk ab o 5 oS d=0 d#0
X12= 22 T §2-a22 V7T b7ma%k? a a
—— y=*pX y=+p+d
D = a2k + b2+ 2 Asymptote || Asymptote
D>0 2Lésungen Sekante
D=0 1Lo6sung Tangente .
D<0 0LG6sungen Passante é;y En(g);o_teész =0 fA
L
|| Asymptote:
Ox2+..+a%2? =0
#0 1L6s
= Jede Parallele zu einer
Asymptote schneidet die
Hyperbel genau 1x.

Tangentengleichung und Polarengleichung

Hyperbel
T (xalys) O hyp
P (x1ly1) O hyp

geg.:

Hyperbel in 1. Hauptlage:
b2xx, - azyy; =

X¥q_ ¥¥q_
a? b?

- Tangente tdurch T
- Polare p

Hyperbel in 2. Hauptlage:

azb? -a2xx; + b2yy; = a2b?
XX ¥V
1 bz a2 =1



© Thomas Trethan

3) Parabel

= Skizze
1. Hauptlage: 2. Hauptlage:
1 VA
!
L N a
ETEF X Ft
z z P
alz
P X
Lz
1
3. Hauptlage: 4. Hauptlage:
¥ 1 ¥ a
L
T 1
Zla
P X
F & L a F
B B X TF
I z
F ... Brennpunkt
A ... Scheitel der Parabel
LE=P o, Parameter
| ... Leitlinie
- R Achse
» Definition

Eine Parabel ist die Menge aller Punkte, fur die der Abstand zu einem festen Punkt F, dem
Brennpunkt, gleich dem Abstand zur Leitlinie ist.

par = {X| XF = XI}



= Konstruktion
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[=4]

Punkte A, F und L einzeichnen

Ma Mittelpunkt des Scheitelkrimmungskreises einzeichnen (Abstand von F =
Hilfslinien parallel zur Leitlinie einzeichnen

b

=

5

Strecke von Leitlinie zu einer Hilfslinie in Zirkel nehmen und von F abschlagen

sooft wiederholen, bis Parabel zeichenbar

= Gleichungen

Gleichung einer Parabel in 1. Hauptlage:

y? = 2px

Gleichung einer Parabel in 3. Hauptlage:

y? = -2px
Gleichung der Leitlinie in 1. Hauptlage:
I = -5x

Gleichung der Leitlinie in 3. Hauptlage:
B
I = X

Gleichung einer Parabel in 2. Hauptlage:

X2 = 2py

Gleichung einer Parabel in 4. Hauptlage:

X2 = -2py

Gleichung der Leitlinie in 2. Hauptlage:
B
I = -3y

Gleichung der Leitlinie in 4. Hauptlage:
B
I = 3y

= Ableitung der Gleichunqg einer Parabel in 1. Hauptlage

X (xly)

. P
IFRI = Vix- 32+ = d

Vx-Fp+y] = x+ 5|2

X~ px -+ (TR +Y2 = X+ px+ (T2

y2 = 2pXx

10
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= Beruhrbedinqung

geg.: g:y=kx+d

Parabel in 1. Hauptlage: p = 2kd
2. Hauptlage: k2p = -2d
3. Hauptlage: p = -2kd
4. Hauptlage: k?p = 2d

=  Ableitung der Bertihrbedingung einer Parabel in 1. Hauptlage

geg.: par: y? = 2pXx

g y = kx+d
g n par:
k2x2 + 2dkx + d2 = 2px
k2x2 + (2dk - 2p)x+d2 = 0 |:k2#0 k2 £ 0
_ kd-p (k2 - Zkeddp+ p?) - k20
Fe T T E t \l I+ Spezialfall:
kd-p 1 N
- - + — 2 k =0
e T Ty k2 YP7 - <kdp = y=4d | x-Achse
D
D = p?-2kdp 2p2x = d?
d .
p(p — 2kd) = 0 > 1losung
p = 2kd
D>0 2Lésungen Sekante = Jede Parallel zur x-Achse
D=0 1Lésung Tangente schneidet die Parabel genau
D<0 0Ldsungen Passante Ix.
» Tangentengleichung und Polarengleichung
geg.: Hyperbel
T (x1]y) O hyp - Tangente tdurch T
P (x1ly2) O hyp - Polare p
par: y? = 2px
yy = pxX+pX
Parabel in 1. Hauptlage: Parabel in 2. Hauptlage:
YY1 = p(x +Xxq) XXy = p(y + Y1)
Parabel in 3. Hauptlage: Parabel in 4. Hauptlage:
YY1 = -p(X +Xq) XXy = -p(y + Y1)

11
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=  Konstruktion einer Tangente

i

T (D)

12
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4) Komplexe Zahlen
= Das Symbol ,i*
X2=a G=R
a>0 L= {w/a]; -Va}
a=0 L = {0%}
a<o L={
= [OC ... Menge der komplexen Zahlen
X2:_1 X2:_4 X2=-?/4
x2 = (-1) x2 = 4(-1) X2 = ¥(-1)
X120 = i\/('l) X120 = i2\/(-1) X12 = i\/3/4 \/('1)
L={+i;-i} L ={2i; -2i} L = {3 ; -¥ai}
Definition: ~ V(-1) = i
= V(1) |2
? = WP
2 =-1
Vorsicht: V(-2 # V[(-1)3
-1 Z 1

Quadratische Gleichung:

axt+bx+c =0 a,b,c OR; az0 G=C
o = bEvbt-dac _ B Wp’-dac
122 = e = 23X )
D = b?-4ac
h - h 2
D>0 L={3s+ bzgac;_ﬁ_ bzgac}
1]
D=0 L={(-2a)*}
D<O0
V(b2 — 4ac) = V(4ac - b2?) V(-1)
<0 >0 i
h nt . b ! b
L={3s+ 4agab i 5y — 4agab i}
Allgem. Komplexe Zahl:
z=a+bi
a ... Realteil Reg
b ... Imaginarteil Img,)
zZ = Re(z) + |m(z) i
Spezialfélle:
b=0 = z=a+0i = a ... reelle zahl O R
a=0 = z=0+bi = bi ... imaginare Zahl O C

NOZOQ pRropgec
|

Jede reelle Zahl lasst sich als komplexe Zahl schreiben.

39 =39+0 V¥ = V¥%+0i
Gleichheit von komplexen Zahlen:

13

X2 = -a alRa>0
x2 = a(-1)
X120 = ++Va \/(-l)
L={vai;-vai

ROC

ImOC

= T1+0i
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a + bi
c+di

Z;
Z3

2,=2, = (@a=c)0((b=d)
Koeffizientenvergleich:

Zwei komplexe Zahlen sind gleich,
wenn sowohl ihre Realteile als auch ihre Imaginérteile Ubereinstimmen.

= Rechenregeln

z1 = a+bi z, = c+di
Addition:
z1+2, = a+bitc+di=(@@+c)+(b+di gc
OR OR

Subtraktion:
Z1+ 2,

(@-c)+ (b-di

Multiplikation:
z; [z, = (a+bi){ c+di) = ac + adi + bci + bdiz = (ac — bd) + (bc + ad)i

Division:
I _athi c—di _
Z; c+di c—di
ac—adi+bci—hdi® _

ot — o -
_ ac+hbd + —ad+hc .
cadt |t oc
Re(z) Im(z)
c2+d2 > 0;sonstc=0,d=0 = z,=0
Potenzen von i:
L= P o=
2 = -1 i° = -1
B=1ii=(1li=-
it =22 = 1
Konjugiert komplexe Zahlen:
z = a+hi
Z =a-h ... konjugiert komplexe Zahl zu z [z quer]

Eigenschaften von konjugiert komplexen Zahlen:

T =z

z+3I =2a OR

z—Z = 2hi OlIm

z[Z = (a+hi)(a—hi) = &+b? OR
umgekehrt:

az + b2 in C zerlegbar, in R nicht!

14
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Satz von VIETA gilt auch fir komplexe Zahlen:

Z2+pz+q =0 p,g OC mit Lésungen z,, z,
21tz = p
7, = q

Z2+pz+q = (2-21) (z-2y)

Spezialfall:
NURwennpUND g OR = 1z, z, ... konjugiert komplex

= GAUSSsche Zahlenebene

zZ=4+2
3i4 Im imagindre Achse
Zit P d2i
it
_2= _1= i 1= 2= 3I 4: 5: + R
-iT reclle Achze
-2i+

Jede komplexe Zahl lasst sich eindeutig als Punkt (=Ortsvektor) in der GAUSSschen Zahlenebene
darstellen.

|z| ... L&nge des Vektors
|z] = v(@2+b2 =r OR .. Radius der komplexen Zahl = Abstand vom Ursprung (0]0i)
auchNmg) = |z]2 = a2+ b2 = r? [Norm von z]
Iz = |23
» Darstellungsmdglichkeiten
z
b
[
| a
Kartesische Darstellung:
geordnetes Zahlenpaar (a;b)
Binominalform z=a+hi
Polarkoordinatendarstellung:
geordnetes Zahlenpaare (r; o)
r..lzf 20 OR,"  Betragvonz
0° < ¢ < 360° Argument von z
Hauptwert
Trigonometrische Form z = r(cos ¢ +isin¢)
Zusammenhang:
r = V(a2 + b?)
tan¢ = %
cos ¢ = % =rcos¢
sin¢=% b =rsind

Multiplikation und Division komplexer Zahlen mit Hilfe von Polarkoordinaten:
15
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Z; = rp(cos ¢y +isin ¢y)
Zy = rp(cos ¢, +isin ¢y)
Multiplikation:
z; 7, = ry(cos ¢y +isindy) I, (cos ¢ +isin ¢,) =
= ry1; (cos ¢y cos ¢, —sin 5 sin §, + cos ¢ sin d, i + cos d, sin dy i) =
= ryr;p [(cos ¢y cos ¢, — sin ¢y sin §,) + i (cos ¢, sin d, + cos d, sin d1)] =
= 111, [ cos (§1 + §,) +isin (1 + do)]
Z: 7y = rirp[cos (P + §p) +isin (P +§2)] = (r1r2; b1 + o)
Beim Multiplizieren von komplexen Zahlen werden die Radien multipliziert
und die Argumente = Winkel addiert.
Division:

% _ nlocos Prtisingd) . (oS s — i sin i)

Z;  nloosgs+isinigg)  (cosps—ising)

(= ffcos iy +isingy)(cos = iem o

f EDSEWE _ iESir'Izl;"Jz — SIN i SN iy

_n o, _COSCos g +isin i cos iy — icos @ysin iy — sin@ysin it _
f costi, + sin i,

- h

o [(cos o cos @, + sin g sing) + i(sin 9005 05 — cos @ sin )] =
= —E— - [cos iy — el Hisin(igy —igg)] = (—;:-;':01 — i)

212, =—2"['305':'151—¢92:'+i5iﬂ|:'191—'?92:'] = ':—::‘;'151—"-52:'

Beim Dividieren von komplexen Zahlen werden die Radien dividiert
und die Argumente = Winkel subtrahiert.

= Graphisches Rechnen

Addition: Subtraktion:

Im Im

Zy ~ Ia

-

I+ .

A T

Zp Iy

Def.: 21—z, = 1+ (-2,)

16
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2025
Multiplikation:
Im Im
2yt Z;\ Ton T4
[ I3
% Ty
s &
E (ol1) R E (ol1) R
Def.: z; [, Def.: z, [
Winkel von z; und z, addieren
Spitze von z; mit Einheitspunkt E verbinden
Winkel a bei Einheitspunkt E bei Spitze von z, abtragen
Beweis:
AOEz; = AO z, 2,2, ... Strahlensatz gilt
OE : a = @: 02,2,
1:r1 = r15:np
riry = rif; wzbw
Division:
Im z, Im Z1
%2 E (i)
} I
E (0l1) E Z,
Zy
Def.. z;:2, Def.. z,:z;

Winkel von z, vom Winkel von z; subtrahieren
Spitze von z; mit Spitze von z, verbinden
Winkel a bei Spitze von z, bei Einheitspunkt E abtragen

Beweis:
Z
Probe: z, [z, = 7,

= Potenzieren

z = r(cos ¢ +isin ¢) nOR
"= [r(cosd +isind)]" = r"(cos ¢ +isin )"

2" =r"[coso+d+o+..+isindg+o+d+..] = r"(cosn¢+isinnd)

N
|

= (cos¢+ising)" = cosnd+isinn¢

17
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= Radizieren (Wurzelziehen

Definition:

¢ OC heilRtn-te Wurzelausz O C

Beispiel:
@a+i2=2i

© Thomas Trethan

)

[Zeta]

="z ,wenn "=z

(= (1+1)

= V2i =

(-1-0)2 = 2i

mit Binomialform:

V[2i] = a+bi |2
2i = a2+ 2abi + b??

(= (-1-1)

0+ 2i = (a2- b?) + 2abi... Koeffizientenvergleich

= 0 =az-ph? 2 = 2ab
1=ab
b = L
&
0 = az- % | (a2
a'=1 |V
az==*1 a muss reell sein!l = -1 keine Ldsung
a; =1 b, =1 A A
a, = -1 by = -1 vai= oy
mit Polarkoordinaten:
geg.. z=(r;d) rOR"; 0<¢<2m (Hauptwert)
ges. (=vz=(p;q)
(P;a) = V(r;9) |2
(p;a)2 = (r;9)
(p*;20) = (r;¢)
pZ = 20 = ¢ 20 = ¢ + 360°
p = Vr a:% a:%+180°
n, B
(Vri ) .. 1. Nebenwert
ny ny ("Vr; % + 1[3?:I ) .. 2. Nebenwert
= r; = n -
z (r: 0) ("Vr; % + Z[SED ) .. 3. Nebenwert
("Vr; % +(n— 1)[3?:I ) ...n. Nebenwert

(v 2+ -2y

k=1,23,..,n

n ON\{0,1}

n Losungen

Eine Wurzel aus einer komplexen Zahl ist wieder eine komplexe Zahl.

18
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= Exponentialform

cosp+ising = e
EULERsche Formel

Beispiel: '
z = re?
e2TU =1
cos2mt+isin2m =1
1+iD =1
oM _

n . .0n .
cos 5 +isiny =1
O+il=i

i = (™) = ™" = ol = 1) ] = 0207879576351  OR!

I\/l — (e('an)i)(i/Z) = e(ﬂiz) = \/eT[ = 4,810477381

Ina

a=e
Beweis:
=e™ |In

Ina = (Ina) (Ine)

Ina =1Ina
allgem.:

*log a
a =X

Beispiel: )

2' = (€™ = cosIn2 +isinIn2 = cos 0,693147181 + i sin 0,693147181 =

= 0,769238901 + i 0,638961276
Radianten!

19



© Thomas Trethan

5) Komplexe Zahlen
als nichtgeordneter Korper

R ist geordnet,da Oa, b OR gilt: a<b oder
a=b oder
a>b

Cist nicht geordnet,da 0z, z, OC gilt: z, =2, oder
Z]_¢22

Beispiel: i, 2i

= o= 2 |-

0 =i

reell nicht reell

OR OR f.A.
w<" i< 2 |-

0 <i

i >0 |i>0)

>0

-1 >0 f.A. indirekter Beweis
w>" i> 2 |-

0>

i<0 |W@<0

2 >0

-1>0 f.A.

= Esist sinnlos, bei komplexen Zahlen von > oder < zu sprechen; nur = oder # !
= Cist nicht geordnet

Cist ein Kdrper:

1) (C;+) ... abelsche (=kommutative) Gruppe [C beziiglich plus]
* Abgeschlossenheit
Zy+2; = 23 gc

* Assoziativgesetz (AG)
(zZ1+2)) +23 = 21+ (22 + 25)
* neutrales Element n
Oz OC On OC
z+n=n+z =12
n=0=0+0i ocC
* inverses Element z*
Oz OC Oz OC
z+z*=72+z=n=20
Z* = -z ac
= Gruppe
e Kommutativgesetz (KG)
2yt 2y = 2+ 24
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2) (C\{n =0} 0 ...abelsche Gruppe [C bezuglich mal]
*  Abgeschlossenheit
21 [, = 735 23%20

* Assoziativgesetz (AG)
(21 To) L3 = 73 U2z, [2a)
* neutrales Element ny
Oz OC\Y{0} On; OCVYO0}
zlhy =n; [ =2
nn=1=1+0i ac
* inverses Element z*
Oz OC\Y0} Oz OC\0}
z[Z*r =z =n, =1
zk* =1 |:z#0
z* = 1/z = 1/(a + bi)
= Gruppe
* Kommutativgesetz (KG)
21 [k, = 2, [y
3) Distributivgesetz (DG)
(21 + 22) Z3 =2Z123% 2523
Z, (22 + 23) =712+ 2123

ERST wenn 1), 2) und 3) erfllt sind, spricht man von einem Kdérper.

= Cist ein nicht geordneter Kdrper
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6) BereChne V(-Y2 - i\‘%‘) auf 2 verschiedene Arten

i)

Berechne V(-¥2 — i =) auf zwei Arten und zeige, dass eine Losung eine dritte Einheitswurzel ist.

Kartesische Darstellung:

V(-l/z_i@) = a+hi |2
(-1/2—@) = a2+ 2abi— b2
o = a2—b? -\‘%‘) = 2ab
_ a3
5 a = -ih
s = TBpE —b2 | [16b2
-8b2 = 3 - 16b*
16b*-8h2—-3 = 0 b2=u

16u2-8u-3 = 0
BEE4 +187 _BE4256 _ BE16

u12 = 32 32 32

3
U = 24/32 = 3/4 b12 = + ‘%‘ A = ii{"—‘@ = +l
U, = -8/32 = -Yu b34 = + Jj OR

L = {-1/2+"§1;1/2—"§i}

Polarkoordinatendarstellung:

r=v@+b?) = V¥+¥%) =Vl = 1

tan¢ = % = -‘%‘:(-1/2) = V3

¢ = arctan v3 = 240°

«(-1/2_% = V[(1;240°)] = (V1;240°2) = (1;120°) = -Ys + “%i
V[(1;240°)] = (V1; [240°+360°)/2) = (V1;600°/2) = (1;300°) = 1/2—‘%

L:{-l/ﬁ%;l/z—‘%i}

Dritte Einheitswurzel:

22-1=(z-1)(z2+z+1) =0
=1
722+z+1 =0

Z3 = YVexV(Ya=1) = Vax V(W) = Yot ‘%

Zy = '1/2+‘%|i
Z3 = -lé—'%‘i

L:{l;-1/2+‘§1;-1/2—‘%‘i}
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7) Berechne o9z - 18(1+i)z + 2(16+21i) = 0
9z2-18(1+i)z+2(16+21) = 0 G=C

L = 1801+ 324 (1+20-11-72 (164210 _

1 = 18 =

_ 18 +1aii«154158i-1152-1512i' _

= 18 +18i) 11“8-1152- Sodi _ V(-1152 — 864i) = V[(1440 ; 216,87°)]
_ (18 + 180 % (12 - 36i) = (V(1440) ; 216,87°2) =
= 15 = (37.95;108,43°) =
= -12 + 36i
_18+18i+12-36 _ 30-18i _ 5 _
o= 18 =" 1w "~ 37
= (V(1440) ; [216,87° + 360°] /2) =
_18+18i-12+360 _ B+54i _ 1 , = = (V[1440]; 576,87°/2) =
7, = = = i
18 18 3 = (37,95 ; 288,43°) =

12 — 36i

L:{%—i;%+3i}
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8) Polinome

= Definition

Eine Linearkombination der Form

n

Popg = an X" +an1 X" +ano X"+ +arx+ao = Taix
i=

(wobei a; OC und a, # 0) heif3t Polynom n-ten Grades Uber der Menge C in 1 Variable.

n ... Grad des Polynoms
a ... Koeffizienten
Qo ... konstantes Glied

Jedes Polynom ist eine zusammenhangende Kurve (= keine Sprungstellen!)

Beispiel:
4x2 + 23x -7 Polynom 2. Grades Uber Z
V3x —(4+3i)x* +2 Polynom 7. Grades (iber C
X3 + VX KEIN Polynom
2x + 1; KEIN Polynom

= HORNERSsches Verfahren

Psp = a3x3+a2x2+a1x+ao

|a3 ay a4 do
a |a3 az 0+ a (asa+a)a+a; [aza+a)a+a]a+ay
Beweis:
P :613X3+32X2+alx+a0:
= (a3X3+a2X2+a1)X+ao =
= [(aa X’ + @ X) X +a] x + @ =
Beispiel:
Pay = 5X' =x>+3x+4 tiber Z

Py = 5@ -2°+3[R+4 = 5[16-8+6+4 = 82
Pacy) = 5 (-3)' = (-3 +3-3)+4 = 5[BL+27-9+4 = 427

|5 -1 0 3 4
2 5 9 18 39 82
-3 |5 -16 48 -141 427
i 5 -1 + 5i -5-i 4 — 5i 9 + 4i
Beispiel:
Psp = 28-222+2-3
P3@sy = -5+ 4i
Pg(z_i) = -5-4j
|1 -2 1 -3
2+ |1 i 2i -5+ 4
2-i) |1 -i -2i 54
allgemein:

PE) = ?Z) , NUR wenn a; OR!
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= Nullstellen

Polynom
Py = an X"+ ans X"+ a X"+ a2 ax+ag

Polynomfunktion:
Y = an X"+ ang X"+ ans X2 H L+ ax2 + agX + a g
-> Wertetabelle > Graph ermittelbar

Nullstellen ermitteln:
rechnerisch:  Ausdruck gleich Null setzen
graphisch: wo Graph x-Achse schneidet

Eine Zahl a O C heif3t Nullstelle von Py , wenn Pyq = O.

Beispiel:
Pa = 4x' —79x - 20 ist 2 V5 Nullstelle?
| 4 0 -79 0 -20
2V5 |4 85 1 25 0

- 25 ist Nullstelle

Fundamentalsatz der Algebra von GAUSS:

Jedes Polynom n-ten Grades (n O N) hat mindestens 1 Nullstelle in C.
= Jedes Polynom n-ten Grades hat genau n Nullstellen in C.

4 reelle Nullstellen - Polynom min. (1) 4. Grades

= Zerfallen von algebraischen Gleichungen
mit dem Satz von VIETA fiir Gleichungen héheren Grades

Pag = asX +agxX’+ayxX+a;x+ag =as (X—X1) (X— %) (X = Xg) (X — Xy)
L = {X1; X2} X3, Xa}

Beweis:

geg:  Polynom n-ten Grades Py = 1X"+an X" +a,o X2 +..+a;x+a, = 0
Voraussetzung: a, = 1 Koeffizient der héchsten Potenz = 1
Nullstellen ermitteln - Polynom wird algebraische Gleichung

Annahme: X1 ... LGsung von Py
Pn(xl) = 1% +an X1n-1 + an-2 Xln-Z to.tarxg+ta =0

Py = Pnxy) = (" =x1") + ans (T =X F A (P x"P) + L +a (x=xg) = 0

= (X=x) [X"" + bpo X"+ ..+ byx+bg] = 0 ... Polynom (n-1)-ten Grades
Annahme: X2 ... LOsung

= (X=X) (X=%2) [X"? + Cra X"+ ...+ CiX+Co] = O ... Polynom (n-2)-ten Grades

= [n LAésungen: Xy; Xz; ...; Xn
(X =X1) (X=X2) (X=X3) ... (X=Xn) = O
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Py = X" +ana X"+ L Far X +ag = (X —X1) (X —X2) e (X = Xn)
Pry = @n X' +ana X"+ L Har X+ = 8y (X—Xg) (X—X2) oo (X = Xn)

Satz von VIETA fur Gleichungen héheren Grades,
wobei X3; Xp; X3; ... Nullstellen (Losungen) von Py sind.

es gilt:
-Apy = Xt Xt X
Fano = X1 Xo+ Xy Xz + ...+ Xy Xp ... X2 Xg + Xpo1 Xn
-An3 = X3 X2 X3 * ...+ Xp2 Xna Xn
_+_
('1)” g = X1 X2 ... Xp
Beispiel:
geg.: X' +2x3-13@—14x+24 = 0 G=C
X1 = 1
X2 = -2

X'+ 2x3 = 13x2 = 14X + 24 = (X —X1) (X = Xa) (X — X3) (X — Xa)

x* +2x38 —13x2 — 14x + 24

(X —X3) (X = Xa)

x=1) (x+2)
(" +2x3— 132 — 14x + 24) . (@ + X —2) = X2 + X — 12 es muss 0 Rest herauskommen
X' — X3+ 2x2
X3 —11x2 — 14x

XE— X2+ 2%
-12x2 - 12x + 24
+12x2+ 12x — 24

OR
X2+x-12 =0
_ _ 49, i
Xag = -Vt V(Ya+12] = Va2 V(f) = Yot
X3 = 3
X4:'4

L = {1;-2; 3; -4}
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9) Gleichungen h6éheren Grades
3) G=cC

= Reziproke Gleichungen (Symmetrische Gleichungen)

Eine Gleichung heil3t reziprok, wenn zu jeder Lésung a auch % Lésung dieser Gleichung ist.
Jede reziproke Gleichung muss auch symmetrisch oder antisymmetrisch sein.

a3X3+a2X2+a1X+a0 =0

symmetrisch: az = Qo
A = a
antisymmetrisch: az = -ao
A = -
Beispiel:
23 -3x2-3x+2 = 0 G=C

(2x3+2)—(3x¥+3x) =0
2(+1)-3x(x+1) =0
2(x+1)(@=x+1)-3x(x+1) =0
x+D2Mxe—-x+1)—-3x] =0
(x+1)(2x2—-5x+2) = 0

x1=-1 2x2-5x+2 =0
}{2—%}{+1=D
S A - . i
w = gtV T 3 Ve
}{2=%+%=2
vy =2 _3 21
SR Y R

L={1;%; 2} Lésungen sind reziprok

Reziproke Gleichungen ungeraden Grades haben entweder +1 oder -1 als Lésung.

Beispiel:
2x3-3x2+3x-2 =0 G=C
(2x3-2)—-(3x2-3x) = 0
2(x-1)-3x(x-1) =0
2(x=1)(xe+x+1)-3x(x-1) =0
x=1)[2x+x+1)-3x] =0
x=1)(2x2—x+2) =0

x1=-1 2x2—x+2 =
31 _
T 2}{:1 ) 1D 1 15
S - e O [
wy = %+D,958i
% = + — 0986
L = {1; ¥ + 0,968i; ¥ — 0,968} G=C
L = {1} G=R
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=  Substitution

Beispiel:
X'+ 53+ 4x2+5x+2 =0 |x2 £ 0 G=C
2x2+5x+4+%+% =0
(2x2+%)+(5x+%)+4 =0
2(x2+%)+5(x+%)+4 =0

x+% =u |2 ... Substitution

X
2(u-2)+5u+4 =0
2u2+5u =0
u(u+5) =0
_ 5
U = u = -3
1 5
X+%:O |& X+E:'j ||j
x2+1 =20 x2+%x+1:0
5 5 _ 5 9 _ 5 3
@ =1 Me = TFEYTE T T CTEVTE T T
X12 = *1
Xy =1 X3:-1/2
Xo = -l X4:'2
L={i; -i; -%; -2}
Beispiel:
a4X4+a2X2+ao:0 G=C
a4¢0;a3:0;a120
X2 =u ... Substitution

a4U2+a2U+a0 =0

= Herausheben

a3X3+a2X2+a1X =0
a, =0

X(a3X2+a2X+a1) =0

= Allgemeine Gleichungen 4. Grades mit HORNER

X*+azxd+a, +a;x+a; =0 G=C
a =1

Wenn es ganzzahlige Losungen gibt,
so kann es sich nur um ein Zahl aus der Teilermenge Ta, handeln.

a4x4+a3x3+a2x2+a1x+ao:0 G=C
a1
Ta,
Wenn es rationale Losungen gibt, missen sie Kombinationen aus Ta sein.
q
Beispiel:
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x*—6x3+ 14x2—16x+8 = 0 G=C
Tg = {1, £2; 4, £8}

|1 -6 14 -16

2 |1 -4 6 -4
X1:2

(x4—6x3+14x2—16x+8):(x—2) = x3-4x2+6x—-4

x* + 2x3
-4x3 + 14x2
4x3 — 8x2
6x2 — 16X
-6x2 + 12x
-4x + 8
4x -8

OR

xX¥—4x2+6x—-4 =0
T, = {#1,; £2; £4}

|1 -4 6 -4
2 |1 ) 2 0
Xo = 2
C—4x2+6x—4):(x—2) = x2-2x+2
_X3+2Xz
-2X2 + 6x
2x2 — 4x
2x—4
22X+ 4
OR
X2-2x+2 =0
Xaa =1xV(1=2) = 1+V(-1) = 1+i
X3 = 1+i
X4 = 1-i
L={2@: 1 +i;1-i}
Beispiel:
2x*+x3-9x2+16x-6 = 0 G=C
T = {x%; £1; + 3/2; £2; +3; 6}
|2 1 -9 16 -6
3 |2 -5 6 ) 0

(2x" + X3 —9x2 + 16X —6) 1 (X + 3) = 2x3 —5X2 + 6X — 2
2x* - 6x3
-5x3 - 9x2
5x3+15x%2
6x2 + 16X
-6x2 — 18x
-2X—6
2X+ 6
OR

2x3-5x2+6x—-2 =0
T = {x%; £1; +2}
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|2 -5 6 -2
v |2 -4 4 0

Xo = 2

(2x3—=5x2+6x—2): (x—-%) = 2x2—-4x + 4
_2X3 + XZ
-4x2 + 6X
4x2 — 2%
4x -2
Ax + 2
OR

2x2—4x+4 =0 |:2
-2x+2 =0
Xz = 12V(1-2) = 1£V(-1) = 1#i
X3 1+i
X4 1-i

L=4{3%1+i1-i}

= CARDANIische Formel

Geronimo CARDANO (1501 — 1576)
(Formel entdeckt von Niccolo TARTAGLIA, verdéffentlicht von CARDANO)

geg.. XxX—rx2+sx+t =20

durch Substitution x = y— — = Y+py+q =

=

dann durch (x — x,) dividieren...

|

-

l'_ulﬂ
MI-D

) - %jt%fﬂ%fw:%)

. r
Losung X1 =y1— 73

= Allgemeine Gleichungen ab 5. Grades

Jede Gleichungen héheren Grades (>4) ist allgemein NICHT I6sbar (nur in Spezialfallen).

bewiesen von Emile GALOIS ~1830
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10) Funktionen

= Stetigkeit
¥ v=frn
P (alfeay
£
g
fia
&la
a X
Definition1:
Eine Funktion y = f heif3t an der Stelle a stetig,
wenn [ € > 0 (gelegt um f) CB > 0 (gelegt um a),
sodass OxOU(@,0) = [fa—Tfwl <€
Definition2:

Eine Funktion y = fi, heil3t an der Stelle a stetig,
wenn der linksseitige Grenzwert gleich dem rechtsseitigen Grenzwert Funktionswert ist.

lim f(x) = lim f(x) = f(a)
0

X =a-0 X = at+

Eine stetige Kurve mul3 eine zusammenhéngende Kurve sein.
Funktionen mit Sprungstellen sind nicht stetig!

Zwischenwertsatz:

fia) fik

a b X

Ist f eine in einem abgeschlossenem Intervall [a; b] stetige Funktion, und gilt f) # fg,,
so nimmt die Funktion jeden Wert zwischen f(, und f) mindestens 1x an.

Nullstellensatz:
Haben f(5) und f, verschiedene Vorzeichen, so besitzt f in Ja; b[ mindestens 1 Nullstelle.

Pole:
Punkte, wo die Kurve nicht definiert ist.
- nicht stetig!
z.B.: Asymptoten
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= Tangentenproblem

geg.: stetige Kurve y =fy, —> Kkeine Sprungstellen
ges.: Anstieg der Tangente in T (Xo|yo) an die Kurve fy
¥

¥y ¥a

¥y~ Xp ®

Konstruieren einer Sekantenfolge:
<S; (P1; T); 52 (P2; T); s3 (P3; T); ..>

Grenzwert der Sekantenfolge = Tangente tin T (Xo|Yo)

Y1~ ¥a

P1 (X1]y1) annehmen Anstiegvon s; (P; T) = T Hy tan a;
P, (X2]y2) annehmen Anstiegvon s, (P2; T) = % = tan a,
Pn (XnlYn) Anstieg von s, (Py; T) = H = tan a,
lim H = ki Anstieg der Tangente im Punkt T (Xo|Yo)

n->o

Xn 2> Xp = N> o

Folge <x,> (X, = Xo) wahlen:

¥ ) -1

Xp> = <

>

Beispiel:
geg.: par: y = x?
ges:: Anstieg im Punkt T (1]y) an Kurve

T in par: T(1]2)

Folge <x,> (X, 2> X = 1) = <>

im<"=1s 24

n
n>o
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n-1+2 n-1
b = lim Sn2¥e = i () -1 i (%) + 11
t M= }{n_}{ T (n_—'I:I ,] N oo (n—1)
nos - n /T
n-1 N n-1 1
= —_— — = | —_— = |; 2—— =
fm W = gm TR S m 2w = 2
Grenzibergang
t y = kx+d
y = 2x+d
T einsetzen: =2+d
=-1
timPunktT: y =2x-1
¥
2
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11) Differentialrechnung
= Infinitesimalrechnung

Unabhéngig von einander erarbeiteten
Isaac NEWTON (1643 — 1727) (GB) mit Hilfe der Momentangeschwindigkeit
und
Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646 — 1716) (D) mit Hilfe des Tangentenproblems
gleichzeitig die Differentialrechnung.

Aufgabe der Differentialrechnung:
Bestimmung des Anstiegs einer Kurve (=Anstieg der Tangente) in einem beliebigen Kurvenpunkt

= Differenzenquotient — Differentialquotient

geg.. y=fu ... Stetig
Py Of
Q (x+Axly +4y) Of
ges.: tinP
¥=frm

Sekantenfolge <s;; Sy; S3; ...>
lims, =t
n->o

Unter der Tangente in P versteht man die Grenzlage der Sekanten, wenn Q sich P ndhert.
Unter dem Anstieg der Kurve in P versteht man den Anstieg der Tangente in P.

Q u f(x) y+Ay = 1:(x+A>()
By = fxing—y
Ay = vy — T
. ) _ oAy
Steigung der Sekante sl: tanPB = Jy

Ay foean —feg
A¥YOT i

Differenzenquotient
Anstieg der Sekante
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Q—»P And AX—»O
imtan = tana

Ax>0
[dy nach dx]
. " ~ Foean—feg  d
imtanB =y = f'y = Imﬂ =lim— ax = a%
x>0 Ax>0 Ax>0
Differentialquotient
1. Ableitung der Kurve
Anstieg der Tangente
Beispiel:
geg.. par.y = x? Q O par
y+A4y = (x+Ax)?
y+ Ay = X2+ 2X AX + Ax?
Ay = X2 —y+ 2X AX + Ax? x2-y =20
Ay = AXx (2x + AX)
il A +4
Steigung einer Sekante: ks, = EE = ﬁi—ﬂ = 2x + Ax
il
Steigung der Tangente: ki = lim EE = lim (2x + Ax) = 2x
&0 Ax>0
bei (1|1) ki=2
bei x=-15 (-1,25|2,25) ki=-3

mit Hilfe der Differentialrechung:
geg.:. fy=x?
ges.. Anstieg der Kurve

f'oy =2x

35

[Beweis siehe Nr12, Ableitung einer Potenz, S36]



© Thomas Trethan

12)Ableitung einfacher Funktionen

= Konstante Funktionen

y=c
y=0
c_ooay o feeantfeg oo

y =limpay =1lm = 3%  =lim 4Ax =0
&>0 &>0 x&0

=  Ableitung einer Potenz

y = x" nOR
y. =n D(n-l
Eine Potenz wird differenziert,
indem man den Potenzexponenten mit der um einen Grad verringerten Potenz multipliziert.
Beweis:
y = f(x) = X" nOR az—h2 = (a—-b)(a+b)
aj—bf1 = (a—Db) (a2+ab + b?)
o T =feo feeag" - (0" a' -b = (a-b)(a+h)(a+b? =
y' = lim A = X = = (a—-b) (a®+ a%b + ab? + b3)
&0 a’—b’> = (a—b) (@ +a% + azb? + ab3 + b*
a"-b" = (a-b) @ +a"b+a" b2+ .. +
X+AX = a abn-z + bn-l)
X =Db
Ax = a-b in Klammer n Glieder
o[ G+ + 5"
= |lim I =
X0 .
= lim [(x + &)™ + (x + A)" P x + .+ X" = n Glieder
X>0
Grenziubergang
= X" X" x+ X2+ L+ XY =
- Xn-l + Xn-l + Xn-l + .+ Xn-l =n D(n-l
» Konstanter Faktor
geg.. y = ally = 9w a OR ... konstanter Faktor
O Oeeax—Opg A8fpeax—afp
y = lim—™ ax  =lm—  ax = afy
x>0 &0
y' = atfy

Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren erhalten.

=  Ableitung einer Summe bzw Differenz

Addition:
Y = Uy +Vx = fi
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Y= Ut Vi

Voraussetzungen:
o Hix+a) — U
Ouy = lim~ ax%
>0
C Ve AX) W)
OV = lim— %
&X>0
Beweis:
Uas) T Y0rax) —UCA = V00 Uleraxd —UGO ¥(obax) — Y0
y = lim ¥ =lm =y +T ax <
x>0 x>0
o UfsAx) U Yx+AR) V()
= lim X + lim AH = Uy + Vi
>0 Ax>0
Subtraktion:

Y = Uw =V = fw
Y= U~ Vi

Die Ableitung einer Summe (Differenz) = Summe (Differenz) der Ableitungen

= Produktreqgel

Y = Uy Dy = f
Y= Uy DV + U O

Voraussetzungen:

o Ufm+Aax) — U]

Ouy =Ilim— ax
x>0
| WDeeAX) ~V(x)

O Vi = lim =5
x>0

Beweis:
C Foeraw mfeg uGeeax) - WEeAX) —UG - V()
y =lim~  ax = lim X =

X0 Ax>0

Trick: Addieren und Subtrahieren des Ausdrucks Uy DV +ax im Nenner

[Uixrand » Wikan) —UG * VOO] + [UGO » Vixeax) —UGO » Vixeax)]

= lim iy
&0
) Uix+ax) —U0x) Wix+hx) —Yix)

= |lim V(x) hX + Ux) iy =
&0
) Ulc+ao) —U() WH+AN) T V)

= |lim Vix) I +lim U iy =
X0 x>0

= Vg Hiipg + U Vg = Uy Dy + Uy BV

(fufafy) = ff o fa+ o fy+ fy fo 3

= Quotientenregel

Uea
y = ¥y = f
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e M Vi = U - W

¥ = Vi
Voraussetzungen:
. Hex+Ax) — UCx)
O e = lim=a5—
&0
 W(xeAx) — V(0
O Vi = lim =5
&30
Beweis:
Ui
Vi = fo | D
U = foo DV
Wey = Frog gy + fog B | =g Do
Woo = foo Ven = Froo Dy |1V
Co_ Wea—feg Wi
Foo = ¥ix)
Cbpa
. U — Wi o0
b= Vie)
Ut ¥ — Yoo Yo
v Yix)
o= Y]
1
¢ Wt Vi = Une - Wi
¥ Wiy
Spezialfalle:
1 e
Y = e Y = vy
1 1
y =% y = -3 y* = 21 y« = -6t y™ = 2458
= Kettenregel
Yy = hy = fgy = fo wobei h = fog [Verknupfung]
Z= 90  -INETE Funktion zusammengesetzte Funktion
y = fg ... auBere Funktion
y' = M

Ableitung der Kettenregel:

geg.. ¥y =hy = fgy = foy

Voraussetzungen:

fz+az) — f(z)
Oty = lim= gz

Nz>0
) . Bleeax) — 90

0 g = lim A¥
>0
Beweis:
Ox = Z

Ox+ax) = 2+ Az

AZ = g+ —2Z

Az = Jix+ax) — I
AX-0 < Az-0
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. hig+as) —hie ) f':g[x+ﬁ><):"ﬁ:9(x]:'
yo = lim—™pax = lim X =
x>0 x>0
o sz =z az fzeaz—fz Az
= lim £ Caz =lim = a7  [Cax =
&0 erweitern M&x->0  vertauschen der Nenner
&0
frz+az)—frz)  Ure+a) — U0 o fzeazi— Mz Uleea)— U0
= AT L A = lim AT Him A% =
x>0 (x>0) x>0
>0 Az>0 (8z>0)

aullere Funktion Oinnere Funktion

= fp Wy

Die Ableitung einer zusammengesetzten Funktion ist gleich
dem Produkt aus der Ableitung der du3eren Funktion und der Ableitung der inneren Funktion.

Beweis der Ableitung einer negativen Potenz (mit Hilfe der Kettenregel):

. 1

y=x"="m mOR

¢ -m-1
y' = m X

o D™ m™  mx ™
Y 2 y 2M

— _m}{m-1_}{-2m — _m}{m-1-2m
y':—m}{'""1

Beispiel:
y = (X2+3x+ 1)
y' = 3(x2+3x+ 1)2(2x + 3)
e 9w

= Hohere Ableitungen einer Funktion

Ist die Ableitung f* einer differenzierbaren Funktion f wieder differenzierbar,
so bezeichnet man (f*)' = f* als 2. Ableitung von f.

(fy =t
(fy =1
() =1
(fy ="

allgemein:
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= |mplizites Differenzieren

y nach Kettenregel !

Beispiel 250d, Buch 7.Klasse:

2x+Vy = 3

vy = 3-2x

y = 9-12x+ 4x2 | nach x differenzieren!

y' = 8x-—12 explizit

2x +Vy = 3

2+%y*0F =0 |2

1

4 + ,.4'? [y‘ =0

y = -4vy implizit
Probe:

y' = -4y

y' = -4(3-2x%) siehe oben

y' = 8x—-12
warum?

y2+y: = x|

2yy + 3y = 1

y(@y+3y) =1

1
Y = Ty 13 nur implizit differenzierbar!
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13) Bilde die 1. Ableitung von -2~

2T - 4x

, C ok
989 ¥ T 5T ax

_ B 2T~ (8 + 19 2VT B 4 2 Ve (T ) P () _
(2587 - 457"

12T - @ +NRAT Y - ]

- 432 (7 - dx)

122 T - X +13J[?2_(::1-}{51x1- 4x]

42 7 - 4x)

1262 (7 - 4w + F6:E 42 + 12w —14x
_ A7 =4y
458 (7 - 4%)

125 420 +12x-1d4 | B +21 +Bx -7
432 (7 - )7 - dx 2% (7 - 4}{‘1%
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14)Satze der Differntialrechnung

Stetigkeit und Zwischenwertsatz:

[siehe Nr10, Stetigkeit, S31]

= Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Ist fin [a;b] stetig und im offenen Intervall ]a;b[ differnziebar,

so besitzt f in Ja;b[ mindesten 1 Stelle mit & mit &= i@h_%faﬂ
[Xi]
b fit) —fra)
|ffa‘] b-a B
a ' b
-~

= Satz von ROLLE

Ist f in [a;b] stetig und im offenen Intervall ]a;b[ differenzierbar,
und gilt f) = fo),
so besitzt f in Ja;b[ mindestens 1 Stelle & mit f* g, = 0

= esgibtin]a;b[ mindestens 1 zur x-Achse || Tangente!

Satz von ROLLE ist Spezialfall des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung
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15) Kurvenduiskussion

...Ermittlung von Eigenschaften einer Funktion, bevor man die Kurve zeichnet

geg.: y=fy
¥ =T
X
————— — —H— i
1) Definitionsmenge, Unstetigkeitsfalle (Licken, Knicke, Spriinge) D¢
2) Nulistellen, Fixwerte N, F
3) Asymptoten a
4) Extremwerte (Hochpunkte, Tiefpunkte) EMH,T)
5) Wendepunkte W
6) Wendetangenten tw
7) Monotonie, Krimmung
8) Symmetrieeigenschaften
9) Wertetabelle, Graph
ad 3)
= Grenzwerte und Asymptoten
Grenzwerte:
Beispiele:
limv(x2+x+3) = V[lim(x2+x+3)] =v9 =3
x>2 x>2 - Zahl
; — i az 1 a1 1 & + 00, wenn az >0
lim (asx® + ax2 + ayx + ag) = limagx® [+ s+ =z +5. =)= : 3
xeoo( 3 2 1 0) e 3 | |: 83_}}; ag_}:;i 33_}}0{::| — o0, wenn a; < 0
00
+1
lim (-2x2 + 25x) = lim (-2x?) (1 — %%) = —o
X—> 00 X0

lim=Zahl =  Asymptote
im=*0o = Polynom hat KEINE Asymptote



Asymptoten:
1) || y-Achse

2) 4 y-Achse
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Kurve néhert sich a

X > Zahl
X = a heildt Asymptote von f,
wenn lim fy) = + o
x>a
X > o

a: y = kx + d heif3t Asymptote von f,

Pixifeo) PLOS
wennlimPa = 0
fd—ﬂd_ﬂ_ﬂf—f XD
bzw
lim |f(x) - a(x)| =0
ar y=ki+d xo
Berechnung von Asymptoten:
Beispiel:
¥ Pn(xj
fLy=w_1 D=R\{z2} Chpg - rationale Funktion
1) |ly-A
D = a;: x=2
a: X=-2
2) #vy-A
. 1 § !
-1 lim 1=~z i '
lim =1 T pe L .'II 'I".
imy_y = lim7@g =" """4 = 7 -1 i ',
o be e e A bl
-___'T".:_,_'H _--:__-_-"1.:'
A .
1 ...-'I 1
ag y=1 i \
]
. \
] 1
3, a,
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Beispiel:
W24
fy= 31 D=R\{1}
1) lly-A
D = a;: x=-1
2) Hy-A
T e ,
Lo+ . W Hbon |
im333 = lm 5%, =~ 1 _1 = oo
XS0 o g lim W * W I
W | .
I oy
= Polynomdivision: [ »
(x2+0x+1):(x+1) =x-1 | -
XZ + X | ra
X+ 1 : //
Xx—-1 | & =
2R | //
I ra
2 I -
fim 525 = lim [(x— 1) C32] = lim (x=1) = x—1 e
X>0o X>00 X—>oo P .
p I
.z/ I
a: y=x-1 a
ad 4)
= Bestimmung der Extremwerte
H Hochpunkt t durch H . .
T Tiefpunkt } E Extremwerte tdurch T Il Xx-Achse (y'=0,y"#0)
y'=0setzen = E
! f
T Y H
k=0 k=0 k=0 k=0
f
(a0} * @0 X
links von T: k<0 rechts von T: k>0 links von H: k>0 Rechts von H: k<0
- f' unterhalb - f' oberhalb - f' oberhalb - f' unterhalb
x-Achse links x-Achse rechts x-Achse links x-Achse rechts
T f‘(a)ZO H f‘(a):O
f*istin U, steigend f*istin U, fallend
> f“(a)>0 > f“(a)<0
Einf*>0 = T Einf*<0 = H
Lokale und absolute Extremwerte:
Lokaler Extremwert: beliebiger Extremwert T:
Absoluter Extremwert: am tiefsten/hdchsten gelegener Extremwert T2

[Skizze siehe Nr15, S42]
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= Geometrische Bedeutung der 2. Ableitung:
Krimmung der Kurve

t
f
f
E 3
] /
f heil3t in Uy positiv gekrimmt, f heil3t in Uy negativ gekrimmt,
wenn die Tangente t unterhalb der Kurve liegt. wenn die Tangente t oberhalb der Kurve liegt.
Y'@>0 Y@ <0

ad 5), 6)
= Wendepunkte und Wendetangenten

W(alf(s) heildt Wendepunkt, wenn der Graph von f im Punkt W sein Krimmungsverhalten &ndert.
Die Wendetangente durchsetzt die Kurve.

f“(a) = 0
f‘“(a) ¢ O

1

W

1
Spezialfall:

y=0 und y“=0 = S Sattelpunkt

[Skizze siehe Nr15, S42]

y“=0setzen = W

Wendetangente ty: y=kx +d
ktw = f‘(Xw)
d... Win ty einsetzen

= Bedeutung mehrfacher Werte

N® = E
N(3) — E(Z) =W

Beim Differenzieren wird die Vielfachheit eines Punktes um 1 reduziert.
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= Monotonie, Krimmung

Monotonie:
wichtig: v H T S al|ly-A

| x<xu | xu | xusx<xs|  xs | xs<x<a | a|ly-A | asx<xr |  xr | xu<x
y|] >0 | o | <o | o | <o | 7/ | <0 | o | >0

beliebigen Wert im angegebenen Intervall einsetzen:

y'>0 = streng monoton steigend/wachsend str.m.w.
y'<0 = streng monoton fallend str.m.f.

H und T wechseln einander ab
wachsend und fallend missen einander nicht abwechseln!

S ally-A)
Krimmung:
wichtig: y* W S
| x<xw | oxw [ xwsx<xs|  xs | xs<x |
y" | o o |

beliebigen Wert im angegebenen Intervall einsetzen:
y“<0 = negativgekrimmt;, Tangente verlauft oberhalb von f

y'=0 = Tangente durchsetzt f (W, tw)
y“>0 = positivgekrimmt; Tangente verlauft unterhalb von f

= Beispiel 423, Buch 7.Klasse

Der Graph der Funktion f: R>R,y = ax®+ bx2 + cx + d hat in 0(0]0) die Steigung 3 und in T(6|0) den
Tiefpunkt. Der Graph der Funktion g: R>R,y = px2 + gx + r hat seinen Scheitelpunkt S, an der Stelle

3 und schneidet den Graphen von f in 0 rechtwinkelig. Diskutiere beide Funktionen und fertige eine
Zeichnung an!

f. y=ad+bx2+cx+d
y' = 3ax2+2bx +c

f y(O):O 0=d a:i b=-1 c=3 d=0

Ye = O 0 = 216a+ 36b + 6¢ + d = 12

Yo = 3 3=c |

Y‘(e) =0 0 = 108a+12b+c f: y = ﬁXS_X2+3X
g Yy = pxe+gx+r

y' = 2px+(q
¢ Yo =0 o = p=7f q=-3 r=0

Y@ = 01 01= 6p +q

Yo = -3 -3 =q A
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.y = 77x3—x2+3x
y' = Yax2-2x+3
y“ o= Yax—2
1) D Di=R
2) N, F
T7x3—=x2+3x =0
X(T7x2-x+3) = 0
X3 =0 N1(0|0)2
Xe3 = 6 N2(6/0)”
TaxX3—X2+3X = X
X(Tax-x+2) =0
X, = 0 F]_(Olo) = Nl
Xo = 6+V12 F,y(6+V12|6+V12)
X3 = 6—V12 F3(6-V12|6—V12)
3) a weil Polynom = Ha
4) E
Yax2—-2x+3 =0
Xy = 6
Xo = 2
y“(e) =1 >0 Tf(6|%)
y“(z) =-1 <0 Hf(2|§)
5 W
¥ox—-2 =10
4
X =4 Wi(4]|7)
6) tw: vy = kx+d
Y@ = -1
y =-x+d
w % = -4+d
16
d =73
16
tw: Yy = -x+73
7) Monotonie
H T
X<2 X=2 | 2<x<6| x=6 x>6
f >0 0 <0 0 >0
S.m.w. s.m.f. S.m.w.
Krimmung
w
X<4 x=4 x>4
e <0 0 >0
neg. gekr. pos. gekr.
t oberhalb t unterhalb

8) Symmetrieeigenschaften

R I |
9. y= 9gx°— 13X
P R §
y = 91X— 3
yo= g
1) D Dg=R
2) N,F
1 1
Tgx2—-3x =0
1
X(7gx-3) = 0
Xg =0 N1(0[0)
X2 = 6 N(6]|0)
1 1
TEX2—3X = X
1 4
X(Tgx-3) =0
X; =0 F1(0]0)
X = 24 F2(24|24)
3) a weil Polynom = Ha
4) E
1
%x—j =0
x =3
" 1
Yo =% >0 Ty(3]-72)
... Scheitel
5) W
% =0 fA= gw
6) tw kein W = Hty
7) Monotonie
T
x<3 x=3 x>3
g <0 0 >0
s.m.f. S.m.w.
Krimmung
X -00< X< 00
g >0
pos. gekr.
t unterhalb
8) Symmetrieeigenschaften
Symmetrieachse || y-A durch Scheitel
Xx=3




9) Graph

© Thomas Trethan
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16) Diskuttiere X

i
geg: f Yy = TeTE

y = x¥[(x-1)7

o= DECEE 20 | pel[3 - 3¢ - 2]

(x-17* - (x-10*
. W - 3t
Y= w1
Co 3 -Bw) DT GE S 31 DR 3nE - 3E-BE B - (3 - 96T
e (1° B OeTP Ty
B
y = (}{_1 :|4
1) D
x-12=0 |V
x-1=0
x =1
D; = R\ {1}
2) N, F
i
(17 = | x-1)
x¢ =0
x = 0®
NOO)® > E@ > w
f}{_}?]f =X |x £#0 2> x1=0 F.(0[0) =N
X2 = (x-1)2
X2 = x2-2x+1
2x =1
Xz = ¥ Fa(2l2)
3) a
|| y-A: a; x=1
Hy-A: lim TETE
X 0o
Polinomdivision: X3 1 (X2—2x+1) = x+2
X3-2x2 + X
2X2 — X
2X%—4x+2
3x-2R
N SR, A2 _
lim 713 = lim[(X + 2) T13%] = |lim (2 +X) a; y=2+X
XD x>0 x>0
4) E
oy
- }{2
e1® = 0 [[x-1)3
xX2-3x2 = 0
x((x-3) =0
X = 0@
X3 = 3
Yo =0 S(O|O)(2) =N=F
Ve =l >0 T@31*'L) = (3(6%)
5 W
y“ =
B 4
fe-1* = 0 [[x1)
6x =0
X =0 W(|0) =S=N=F,
6) tw
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tw: Yy = kx+d
Yo =0
y=d
W: y=0
tw: y=0
Monotonie
S a T |
x<0 x=0 O0<x<1 x=1 1<x<3 x=3 x>3
f* >0 0 >0 / <0 0 >0
S.m. w. S.m. w. s.m.f s.m.w
Krimmung
S a
x<0 x=0 O<x<l1 x=1 x>1
v <0 0 >0 / >0
neg. gekr. pos. gekr. pos. gekr.
t oberhalb t unterhalb t unterhalb
Symmetrieeigenschaften
Graph
¥

e
-
-
Lo~

=l
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17) Extremwertaufgaben

= OPTIMIERUNGSAUFGABEN
= MAXIMA - MINIMA BEISPIELE

Einem gleichschenkeligen Dreieck mit der Grundlinie a und der Héhe h soll ein Rechteck, welches den
grofiten Flacheninhalt besitzt, eingeschrieben werden.

geg.:. % (ah)
ges.. [ (x,y) mit naA
h D:
Dy = [0;a]
D, = [0;h]
¥
—
|
Hauptbedingung HB Nebenbedingung NB
_ a P
A=xDy g:h=j:(h—}%/)
alh-y) 7 Hh-y) =hl7 |12
A = 2 0y ath—y) = x [h
fy = Hh-y) ) = 2
a
fy) = Hhy -y
=l
fy = h(h-2y)
a a
hth-2y) =0 [|Ch
h-2y =0
2y = h
_h
=7
_ 2
=2
A= 2n
a
'y = h 1-2)

f“(%) = %[(-2) <0 = Maximum

Das gesuchte Rechteck hat die Lange x = % und die Breitey = % mit der Maximalflache A = aTh.
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18) Extremwertaufgaben

Welches von allen Rechtecken mit gegebener Diagonale d hat die groRte Flache.

geg.: d
ges.. [ mit A

AT

HB

A=x01y
A2 = x2 42

A = X2 (dZ _ X2)2
f(x) = d2x2 - X4
f‘(x) = 2d2x — 4x3

20 —-4x3 = 0 |:2

d2x-2x3 = 0

Xx(d2-2x2) = 0
X1 = 0 (Randextremum)
y1 = d

d d
Das gesuchte Rechteck hat die Lange x = /=¥ und die Breitey = "

D:
d
Dy = [O;Td]
Dy = [0; 7]
NB
X2+y2 = d2
y2 = d2_X2
d2—-2x2 = 0
2x2 = d2
d?
X2 =7
d
X = ﬁ
of2
Y2 = d2-T
d2
Y = 7
¢ d o d
=207 = {7

) = 202125 = 2d2— 602 = -4d?

d
mit der Maximalflache A = ﬁ

53
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19) Extremwertaufgaben

Von einem quadratischen Blech mit der Seitenlange a werden an den Ecken Quadrate ausgeschnitten.
Aus dem Rest des Bleches wird eine Schachtel gebildet. Wie muss die Seitenldange der
auszuschneidenden Quadrate gewahlt werden, damit das Volumen der Schachtel maximal wird?

geg: 1t} (a)
ges.: JE:?r(x)damitmaxv

e |_ Dy = [0; 7]
a
HB
V = (a—2x)? [X
fy = (@a—2x)2 x
f‘(x) = 2(a - 2X)2 E(-Z) X + (a— 2X)2 m
2@—-2x2[O-2) [k+(a—2x)2 = 0
(-4x+a-2x)(a—2x) = 0
(-6x+a)(@a-2x) = 0
] a
X1 = % X, = 7 (Randextremum)

V= (@-28rCg
_ 2a°
V=37

f'0 = (-6)(@—2x) + (-6x + a)(-2) = -6a + 12x +12x — 2a = -8a +24X
f“(%) = -8atd4a = -4a <0 = Maximum

. . . . =l
Die gesuchte Seitenlénge der auszuschneidenden Quadrate istx = .
3

Die Schachtel hat das Maximalvolumen V = 2—? :
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20) Drehkegel Stumpf
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21) Ableitung der
Winkelfunktionen

cot o GradmalR BogenmaR
1 ° =
_ D 180 T
tmes  rh
As = TB0° = 72
) tan o
sin o
o
0 C X
COS o 1
Anoa < Anoce < Asscp

sino. coso arce. -1 1 tan o
< <

2 ] I
: sin o s "
sina [tosa < a < tmew |i(sina->0) 1. Quadrant = positiv
o 1

cosa < sine < Tosm

a->0:
. L 1
limcosa < limgjne <limepsm
a->0 a->0 a>0
oL
1 < limgpe < 1
0
reziprok = IimE'ir-'TﬂL =1 *
20
" y =sinx
y = sinx = fy
y' = cos X
— I — =] i+ o -
y = “mw—j}{m - iim w sina—sinp = 2 cos (252 tsin (255
x>0 Ax->0
a = X+ Ax B =x
Ay Ay i+ 3 Ay o -3 hx
. I_mECDs':K‘*T)-sin(T:' 7 =X+ 7 =3
y =1 ﬁ.}{ =
&>0
Ay
sm':T:' Ay
* = lim Ay [Cos(x+2) = 1[kosx
2
y' = cos X
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Yy = COSX

y = €COS X = sin (%—x)
y' = —sinx

y = cos(§ —x) O-1) = (-1) Csin x
y' = -sin X

LI 2 - T =
y' = 1+tan® = %y

. cosxeos¥-sink [osinwx) _ cos®x 4 sin®x _ oeos®x | sindx
y = cos® ¥ cos® ¥ cos®x  costu

y = 1l+tan?x = gy

_ cos ¥
y = cotX = ginx
y' = =1-cot?Xx = —jn%x
H H L2 2 ] 2
. -sin%-sin%-cos¥-cos® _ -sin“¥—cos"¥ _ _ sin“¥ _ COS X
y = gin® x sin® x gin® x sin?x
y' = =1-cot2X = — %y
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22) Beweise der
Tangentenformeln

= Tangentenformel fur Ellipse in 1. Hauptlage

[siehe Nr1, Tangentengleichung und Polarengleichung, S5]

geg.. el bx2+azy? = a2h?
T(Xalys)
ges.. t y=kx+d

Tangentengleichung:

*

b2xx; + azyy; = a2b?

[siehe Nr12, Implizites Differenzieren, S40]

b2x2 + a?2y2 = a?b2 |' Implizites Differenzieren
2b2x + 2a%yy' = 0
2azyy' = -2b2x | :2a%y
b ) ) ) ]
Yy = — &%y ... allgemeiner Anstieg einer Ellipse
b®x
'3 . - — _1- —_—
o Yol y = -a%y, =k
b2y,
t: y = —&%X+d
) b®xy
mitT: y; = —a%, R +d
be®
d=yi+ a%,
32'!."12+|:|2}{12 aZbZ
d= 3%y, = afy
h2
d=
b2y b®
1 o
t: y = —a%, M+ y, | (B,
azy;y = -b2x;x + azb?
b2xx; + azyy; = a?b? wzbw

= Tangentenformel fur Hyperbel in 1. Hauptlage

[siehe Nr2, Tangentengleichung und Polarengleichung, S8]

geg.: hyp: b2x2—az2y2 = azb?
T(xaly1)
ges.. t y=kx+d

Tangentenglei

*

chung: b2xx; —a?yy; = ab?

b2x2 —a2y?2 = azb2 |' Implizites Differenzieren [siehe Nr12, Implizites Differenzieren, S40]
2b2x — 2azyy* = 0
2azyy' = 2b2x | :2a%y
b2y ) . )
Yy = &%y ... allgemeiner Anstieg einer Hyperbel
b2x
'3 . - — _1- —
T Yoy Y = @ = ke
bZx,
t: y = &a%y, R+d
) b2,
mitT: y, = g%, +d
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b2
d =y - "a%,
a:Z 2_h2}{2 h2.¥.12_32}{12 aZhZ
d= &% = (D0 &%y = -afy f
hz
d=—v,
b2 h®
1 o
t y = afy, M-y |08
azy;y = b2x;x — azb?
b2xx; — a2yy; = azb? wzbw

= Tangentenformel fur Parabel in 1. Hauptlage

[siehe Nr3, Tangentengleichung und Polarengleichung, S11]

geg.:. par: y2 = 2px *
T(xaly1)
ges.. t y=kx+d

Tangentengleichung:  yy; = p(X + Xy)

y2 = 2px |' Implizites Differenzieren  [siehe Nr12, Implizites Differenzieren, S40]
2yy' = 2p
P
y' o=y ... allgemeiner Anstieg einer Parabel

o Yy Y=y =k

P
t: y = y,X+d
mitT: y; = y, M +d
B
d=y; -y,
Yooy 2PH - P
d= p}{'!l"1 = Wy
1
d ="y~
B _op
t: y = '!."1&-'- '5"1 ||:y1
yiy = pX+ pxg
yy1 = p(X + Xq1) wzbw

59



