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Einleitung

Bis zum 16. Jahrhundert war es nicht mdglich, kubische Gleichungen exakt zu
[6sen. Man benutzte Naherungsverfahren wie zum Beispiel das Horner -
Schema, um die Losungen ndherungsweise zu errechnen. Man nutzte graphi-
sche Verfahren, bei denen man einfach ablesen konnte. Heutzutage haben wir
sowohl die mathematischen Voraussetzungen wie auch die exakten
Lésungsformeln.

Jedoch ist es heute nicht mehr Gblich, Gleichungen dritten Grades exakt zu 16-
sen. Im Zeitalter der Computer ist es einfach geworden, Naherungslésungen
beliebig genau und mit geringem Aufwand zu berechnen. Der Trick besteht
darin, eine Approximationsmethode als Algorithmus zu entwickeln, die zur An-
naherung an den exakten Wert beliebig oft hintereinander ausgefuhrt werden
muf3, oder anders gesagt, die iterierbar ist. Ein Beispiel hierfur ist der ,Heron -
Algorithmus* zur Bestimmung des Wertes einer Wurzel oder die ,Regula Falsi*
zur Berechnung einer Nullstelle einer Funktion.

Ein zweiter Grund, die exakte Losungsformel zu umgehen, ist vielleicht auch
die Tatsache, dald es nicht moglich ist, einen in sich geschlossenen
Losungsausdruck zu formulieren. Es ist notig, durch Substitutionen mehrere
Umwege zu gehen. Nur durch Hilfsgréf3en ist es machbar, auf die Nullstellen
zurickzurechnen, wie wir noch sehen werden. Auch die Schulmathematik
behandelt die Lésung von Gleichungen dritten Grades nur oberflachlich, obwohl
es genugend mathematische Probleme gibt, die auf derartige Gleichungen
fuhren. Man nutzt andere Mittel, wie zum Beispiel die Polynomdivision oder
auch graphische Verfahren, die jedoch den Nachteil haben, dal} sie auf
zufalligem Erraten der Nullstellen oder auf ungenauem Ablesen in Zeichnungen
basieren. Mit der Polynomdivision stof3t man auch sehr schnell an Grenzen,
namlich dann, wenn die exakten Nullstellen keine ganzen Zahlen oder derartig
.einfach gebaute“ Werte sind. Dies sollte einen begeisterten Mathematiker nicht
zufriedenstellen. Darum setzten sich im Mittelalter mehrere Gelehrte mit diesem
Problem auseinander, womit wir bei der Entstehung der Lo&sungsformel

angelangt waren.



Entstehungsgeschichte und Namengebung der Formel*

Der Wissensstand der Mathematik bis zum Ende des 15. Jahrhunderts wurde
als eine der ersten Zusammenfassungen von dem italienischen Ménch Luca
Paccioli verotffentlicht. Seine Schrift mit dem Namen ,Summa de Arithmetica,
Geometria, Proportioni e Proportionalitata“, die er 1487 verfal3te und 1494 in
Venedig erschienen ist, enthdlt Abhandlungen aus den Bereichen Geometrie,
Buchhaltung, Proportionslehre, Polyeder und vieles mehr. Auch lineare und
guadratische Gleichungen werden behandelt. Paccioli stellte allerdings die Hy-
pothese auf, daf die rechnerisch exakte Auflosung kubischer Gleichungen der
Form ax3+cx+d =0 nicht moglich ist. Dieser Irrtum wurde 51 Jahre spater in
der 1545 erschienenen ,Ars magna sive de regulis algebraicis® (Die grof3e
Kunst oder Uber die algebraischen Regeln) widerlegt. Verfal3t hat dieses Buch
der 1501 in Pavia geborene Philosoph, Arzt und Mathematiker Geronimo
Cardano (1501 - 1576). Wie wir unter anderem auch aus Cardanos eigenem
Werk wissen, ist jedoch nicht er, sondern ein gewisser Scipione del Ferro (1456
- 1526) der eigentliche Entdecker der Formel. Soweit man die damaligen
Begebenheiten Uberschauen kann, teilte del Ferro den Ldsungsweg seinem
Schiler Antonio Maria Fior mit. Dieser hatte eine Wette mit Niccolo Tartaglia
(1499 od. 1500 - 1557) uber die Losung mehrerer kubischer Gleichungen, die
Tartaglia innerhalb der gesetzten Frist I6sen konnte. Darum wurde er von Fior
und Cardano um die Bekanntmachung seines Losungsweges gebeten. Nach
langerem Zdgern verriet er Geronimo Cardano verschiedene recht
uniberschaubare Gleichungen zur Losung des Problems unter der Bedingung,
Cardano musse schwdren, dal3 er sein Geheimnis nicht vertffentlichen werde.
Er aber brach den Eid und verotffentlichte in seiner ,Ars magna“ die
Losungsmethodik Tartaglias, allerdings unter Nennung samtlicher daran
beteiligter Personen. Darauf entbrannte ein wilder Streit zwischen den beiden
Mathematikern, in welchem Cardano seinem Gegenspieler vorwarf, den
Losungsweg von del Ferro ,abgeschrieben* zu haben. Er ging offentlichen
Streitgesprachen aus dem Weg oder schickte mit einem seiner Schiler
Raufbolde dorthin, so dafR sich Tartaglia mit Unwillen zurickziehen und

aufgeben mufite.

! Sinngema aus: Biographien bedeutender Mathematiker, S. 112-124



Cardanos Vorgehensweise war in keiner Weise gerechtfertigt. Somit war aber
die Auflosung bekannt, was die zuklnftige mathematische Forschung ent-
scheidend vorantrieb. Deshalb erhielt die Formel zur Losung der kubischen
Gleichung seinen Namen.

Es gab jedoch Félle, in denen man mit dem damaligen Kénnen und den Re-
chenmdglichkeiten an die Grenzen stiel3, da eine in der Formel auftretende
Wurzel nicht berechnet werden konnte. Darum wurde dieser Fall als ,,Casus
irreducibilis* bezeichnet, was sich bis in unsere Zeit gehalten hat. Heute kénnen
wir auch diesen Fall I6sen, und zwar mit Hilfe der komplexen Rechengesetze
und/oder trigonometrischer Funktionen. Wir stellen fest, dal} genau in diesem
Fall alle Losungen der Gleichung dritten Grades reeller Natur sind.

Da wir nun mit der Entdeckungsgeschichte der Formel besser vertraut sind,
widmen wir uns nun der Gestalt und der Losungsmethodik der kubischen Glei-

chung.

Die drei exakten Losungen und deren Herleitung?

Um die kubischen Gleichungen vollstdndig I6sen zu kdnnen, ist sowohl die
Kenntnis trigonometrischer Funktionen wie auch das Rechnen mit komplexen
Zahlen erforderlich. Hierin liegt auch die Ursache fur den ,Casus irreducibilis®,
da die damalige Mathematik manchen rechnerischen Mitteln noch nicht méchtig
war, wie wir spater noch ausfihrlich betrachten werden.

Um die Herleitung etwas Uberschaubarer zu gestalten, werden langere Glei-
chungsumformungen (U1,U2,...) in den Anhang ausgelagert, wo sie zum

besseren Verstandnis nachvollzogen werden kdnnen.

Brockhaus, Enzyklopéadie
2 SinngemaR aus: Dérrie, H.: Kub. und biquadrat. Gleichungen, S. 7-31



Die rein kubische Gleichung und ihre Wurzeln

Wir beginnen mit der einfachsten Form einer kubischen Gleichung:
x¥=1 oder x3-1=0

Es ist einfach zu zeigen, dall x = 1 nicht die einzige Wurzel dieser Gleichung
ist. Wir wenden eine allgemeine trinomische Umformung® konkret auf unser
Beispiel an und erhalten:

a’-b3=(a-b)(az +ab +b?

X3-13=(x -1)(x2 +x +1)
Jetzt wird deutlich, dald sich die beiden anderen Wurzeln aus der als Losung
der quadratischen Gleichung

X2+x+1=0
ergeben. Da die Diskriminante D = -3 < 0 ist, sind beide Ausdriicke komplex:
w=3(-1+iv/3) und w@=3(-1-i3) mit i2=-1
i stellt die imaginare Einheit dar. Die Probe beweist:
«d=1 =1 w=a?=1lw

Nun ist bewiesen, daf3 diese Gleichung drei Losungen besitzt, namlich:

X, = & X, = & X, =w’=1

Die Reduktion der allgemeinen Form

Zielsetzung ist die Losung der Gleichung dritten Grades in ihrer allgemeinsten
Form:

alk3+bx2+cx+d =0 (G1) mit a,bcd ;a#0
Der Trick besteht vorerst darin, durch eine geeignete Substitution den quadrati-
schen Summanden aus der Gleichung zu kirzen, diese also auf eine reduzierte

einfachere Form zu bringen. Um zu einem spateren Zeitpunkt Briche zu ver-

% Aus: Barth/Miihlbauer/Nikol/Wérle: Mathematische Formeln und Definitionen (Formelsammlung)



meiden, multipliziert man die Gleichung zuerst mit 27a2 und fuhrt anschlieRend
eine Substitution mit dem Ausdruck
X =3ax+b (G2)
durch. Man erhélt durch eine lAngere Umformung (U1) die Gleichung:
X° = 3([b? - 3a| X +] 9abc -27a’d —2b]
Jetzt fuhrt man fir die Ausdriicke in den eckigen Klammern neue abkirzende
Bezeichner m, n ein. So erhalten wir fir X die sog. reduzierte Gleichung:
X®=3mX +n (G3) mit
m=b* -3ac und n = 9abc —27a°d - 2b°

Finden wir die Loésung von (G3), so kdnnen wir Uber die Substitution (G2) auf
die Losungen der origindren Ausgangsgleichung (G1) zuriickrechnen. Gesucht

sind also die Losungen der reduzierten kubischen Gleichung.

Die kardanische Formel

Um zu einer LOsung zu gelangen, fihrt man eine weitere Substitution durch.
X sei die Summe aus zwei Bestandteilen u, v:
X=u+v

Jetzt betrachtet man eine neue Gleichung, namlich die Binomialentwicklung:*

g’ = 3% Juwy) gy )

X3 3mx n

Wie die geschweiften Klammern zeigen, wird ersichtlich, daf diese Entwicklung
mit der reduzierten Gleichung (G3) Ubereinstimmt unter der Verwendung oben
genannter Substitution und folgender Bedingungen:

ulv=m und uw+v®=n
Wenn es also mdglich ist, beides zu erflllen, kdnnen wir davor ausgehen, dafi3

M=u+v

eine Wurzel von (G3) ist. Zur Vereinfachung der Schreibweise fihrt man zwei

neue Bezeichner ein und erhélt obige Bedingungen in einer etwas anderen

4 Aus: Barth/Mihlbauer/Nikol/Wérle: Mathematische Formeln und Definitionen (Formelsammlung)



Schreibweise:
u*=U vi=V

= uv =m’ U+V=n
Letztere Gleichungen stellen die Konditionen fir die Anwendung des Satzes
von Vieta dar:’
,Sind x,,x, Losungen der quadratischen Gleichung x* + px+q =0, so ist:

X, +X =-p ; X, X, =q“
Angewendet auf unsere Problemstellung ergibt sich:

(W-U)W=V) =0 =« W? =nW +m* =0 [Umformung(U2)]

Diese ,quadratische Resolvente* besitzt zwei Loésungen, die mit der bekannten

guadratischen Formel gefunden werden kénnen:

J

U,V:%(ni n® -4 )

:

=U =%(n+ n? —4m)

i i

Fr=u+v=3U +3Vv

r_i/nh/n2 -4m° Jﬁ/n_ n? —4m’

- 2

>
|

N

3

=V

Nun setzt man ein:

(G4)

&

Dies ist bereits die k ard anis c h e Formel. Sie stellt die Wurzel X =T der
reduzierten kubischen Gleichung (G3) dar. Um zu der Losung der Ausgangs-
gleichung (G1) zu gelangen, I6st man einfach die allererste Substitution (G2)
nach x auf und setzt fur X ein. Man erhalt:

L b

17 &
Der verwendete Index deutet bereits an, da3 I nicht die einzige LAsung ist.
Denn wie bei der schon behandelten rein kubischen Gleichung gibt es auch im

allgemeineren Falle noch zwei weitere Losungsmoglichkeiten.

5 Aus: Athen, H./Bruhn, J.: Lexikon der Schulmathematik, Band 4, S. 1143



Die Berechnung der zweiten und dritten Losung

Um auch die beiden anderen Wurzeln der reduzierten Gleichung (G3), bezeich-
net mit A und B, zu bekommen, geht man folgendermalf3en vor:

Man ersetzt in Gleichung (G3) die Variable X durch die gefundene Wurzel I,
I6st den erhaltenen Zusammenhang nach n auf. Diesen setzt man jetzt wieder
fur n in die Gleichung (G3) ein und formt diese weiter um (U3). Am Ende ergibt
sich:

(X -T)(X?+rX +r2 -3m) =0

Diese Bedingung ist erfillt, wenn jeweils einer der Faktoren gleich Null ist. Der
erste Faktor stellt unsere bereits gefundene Losung dar, denn wenn man
X =T einsetzt, ist er bereits Null. Diese Tatsache legt nahe, dal} die noch

fehlenden Lésungen A und B sich aus der ,Hilfsgleichung®
X2+IX +(r2-3m =0
ergeben. Sie miussen, um die Werte fur die Ausgangsgleichung (G1) zu erhal-

ten, wieder in den umgeformten Linearausdruck (G2) eingesetzt werden. Wei-
tere Wurzeln aul3er A, B und ' besitzt die Gleichung (G3) nicht.

Die Berechnung von A und B ist noch auf einem anderen Weg mdglich, denn
sie besitzen noch eine andere Form der Darstellung:
A=wli+a’v (G5), B=w’u+wly (G6)

Das ergibt sich aus der Dreideutigkeit der Kubikwurzel U bzw. 3V ,wie wir in
Abschnitt 3.1. bereits behandelt haben. Die Wurzeln kdnnen die Werte
wll, «u, Wu=u bzw. wl¥, «v, wv=v annehmen. Beide Lésungen sind
aber, wie auch die der kardanischen Formel, zusammengesetzt aus zwei Sum-
manden. Nach der immer noch geltenden Gleichung ul¥ =m sind dann nur

drei Kombinationen mdglich:

wlli+ v, w’u+ wly und &Pu+wv=u+v mit w:%(—1+i\/§)
Letztere Moglichkeit haben wir ja bereits berechnet. Die Anderen sind unsere
gesuchten Wurzeln A und B. Auch hieraus lassen sich nun wieder die Losun-

gen der Ausgangsgleichung (G1) errechnen, indem man in die Substitution
(G2) einsetzt.
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Um etwas Licht in die Herleitung zu bringen, fassen wir an dieser Stelle den Lo-

sungsweg noch einmal zusammen:®

,Die reduzierte kubische Gleichung (G3)
X*=3mX +n mit m=b®-3ac  und n = 9abc - 27a’d - 2b°
besitzt drei Wurzeln A, B, T . Dabei ist
MF=u+v mit u=3%U, v=3V,

wo U :%(n+M) und V:%(n— n? —4m‘°’)

die Wurzeln der quadratischen Resolvente
W2 —nW+m® =0
bedeuten, wahrend A und B die beiden Wurzeln der quadratischen Hilfsglei-
chung
X2 +IX +(r? -3m =0

sind.
Wir fligen hinzu:
Alle drei Wurzeln lassen sich als Linearaggregate von u und v darstellen:

A=wli+a’v (G5), B=w’u+wly (G6), F=u+v"

Um jetzt zu den Lésungen der allgemeinen Gleichung (G1)

abe+bx2+cx+d =0
zu gelangen, setzt man in (G2) jeweils anstelle X die Wurzeln A,B,I" ein. Es
ergibt sich dann also:

_(r-n (A-b) (B-h)
1 3 ’

Hiermit ist das Ziel, eine allgemeine Formel fur die exakte Lésung zu formulie-
ren, erreicht. Leider hat diese Form einen ,Haken®. Es gibt kubische Gleichun-
gen, fur welche die Wurzeln der kardanische Formel nicht zu ziehen sind, da U
und V komplexe Werte annehmen. In diesem Fall muf3 man rechnerische Um-
wege gehen, die zur Zeit Cardanos noch nicht zur Verfigung standen. Daher

rihrt auch die Bezeichnung ,Casus irreducibilis” (der nicht zurtckfihrbare Fall),

® Aus: Dérrie, H.: Kub. und biquadrat. Gleichungen, S. 17
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die sich bis heute gehalten hat. Im Folgenden werden wir zeigen, dal3 auch

dies kein Problem mehr darstellt.

Der , Casus irreducibilis”

Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn der Radikand der Quadratwurzeln in der
kardanischen Formel negativ wird, was zur Folge hat, da U und V komplexe
Zahlen werden. Zur Losung dieses Problems, geht man einfach einen anderen
Weg. Man beginnt wiederum mit der reduzierten Gleichung (G3):
X*=3mX +n
Diese vergleicht man, was wir in Abschnitt 3.3. bereits durchgefuhrt haben, mit
einer anderen Gleichung, diesmal mit dem Multiplikationssatz fur die Cosinus-
funktion mit dem Multiplikator 3. Er lautet:
cos(3¢) = 4cos’ ¢ — 3cosp
Man multipliziert die Gleichung mit der dritten Potenz einer noch unbestimmten
GroRRe r und fuhrt zwei neue Substitutionen ein:
3p=0 und & = 2r cosg

Durch geringfiigige Umformungen (U4) ergibt sich:

£ =F ¢+’

e B n
Die Gleichungen sind also wiederum identisch und ¢ =2rcosg somit die LO-
sungswurzel von Gleichung (G3), wenn gilt:

r2=meor=+m
und  2r®cos® =n

0sP n n’
2r3 am?

Die zweite und dritte L6sung erlangt man, indem man zu ® in der Cosinusfunk-
tion 360° addiert bzw. subtrahiert:

@, = 1(d +360°) =¢ +120° und analog ¢, = ¢ ~120°
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Fassen wir also das Ergebnis zusammen:’

.imirreduziblen Falle (...) sind die drei Wurzeln der reduzierten Gleichung

X?=3mIX +n
[ = 2r cosg A= 2r cod ¢ +120°) B = 2r cog ¢ -1207)
wo r=+/m, =30
ist und der Hilfswinkel ® durch die Vorschrift
cosd =1 = "
2r®  \4am®

bestimmt wird.“
Wie man sieht, sind jetzt alle Wurzeln von reeller Natur. Durch die Substitution
(G2) ist es dann wieder moglich, die Lésungen der allgemeinen kubischen Glei-

chung (G1) zu berechnen.

Nun sind wir in der Lage, in jedem Fall die Wurzeln der Ausgangsgleichung zu
bestimmen. Da es aber flr jeweils verschiedene Gleichungen andere Lésungs-
wege gibt, stellt sich die Frage nach einer Grol3e, die anzeigt, welcher Weg ein-
geschlagen werden muf3. Diese nennt man, wie bereits von der quadratischen

Losungsformel bekannt, Diskriminante.

Die Diskriminante der kubischen Gleichung

Zu ihrer Bestimmung sucht man nach der Bedingung, die uns veranlal3te, den
Lésungsweg fur den ,Casus irreducibilis* zu verwenden. Diese war, daf3 die Ra-
dikanden der Quadratwurzeln in der kardanischen Formel (G4) negativ wurden.
Man erhalt also:
n>-4m’ <0=A=4m’-n® >0
mit m=b*-3ac und n=9abc-27a’d -2b°

Man nutzt also im Fall A >0 den unter 3.5. behandelten Lésungsweg. Es erge-
ben sich drei reelle Wurzeln. Die Situation A <0 laf3t folgern, daf3 sich die Ku-

bikwurzeln der kardanischen Formel (G4) ziehen lassen. Man berechnet also

" Aus: Dorrie, H.: Kub. und biquadrat. Gleichungen, S. 17
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nach dem in 3.3. und 3.4. hergeleiteten Weg. Es gibt somit drei verschiedene
Lésungen, von denen eine reell und zwei komplex sind.

Der Fall A =0 ist bisher noch nicht aufgetaucht. Aber auch hier sind die zu er-
wartenden Losungen schnell veranschaulicht, denn fir A =0 entfallen die Qua-

dratwurzeln der kardanischen Formel (G4). Es ergibt sich:

F:u+v:\/%—n+#%—n:\/ﬁ

> u=v

= A=wl+«Vv=wl+du=B

= A= B=ulw+ &) =V w+ &)

o A:B:—u:—v:—S\/%
Man erhélt also eine Doppellésung und eine weitere reelle Wurzel.
Zum Schlul3 faktorisieren wir A und lassen alle Faktoren, die nicht Null werden
konnen, weg. So erhalt man die Diskriminante der kubischen Gleichung (G1):

6 =18abcd +b’c? —-27a°d® —-4ac® -4db® [Umformung (U5)]
Obige Ergebnisse fal3st man zusammen im Diskriminantensatz:®
,Die kubische Gleichung
abe+bX2+cx+d =0
hat drei verschiedene reelle Wurzeln oder eine Doppelwurzel und eine weitere
reelle Wurzel oder endlich eine reelle und zwei (konjugiert) komplexe Wurzeln,
je nachdem ihre Diskriminante
6 =18abcd +b*c® -27a°d”* —4ac® -4db®

positiv, null oder negativ ist.”

Veranschaulichung anhand charakteristischer Beispiele

Wir besitzen jetzt alle wichtigen Mittel zur Losung einer kubischen Gleichung.
Darum wird in den néchsten drei Punkten das Arbeiten mit den Lésungsformeln

mit Hilfe von drei Beispielen verdeutlicht. Dazu betrachten wir jeweils eine Glei-

chung mit >0, =0, €<0.

8 Aus: Dérrie, H.: Kub. und biquadrat. Gleichungen, S. 31
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Fallbeispiel mit positiver Diskriminante 6

Betrachten wir zuerst den Losungsweg fir eine Situation des ,Casus irreducibi-
lis“, namlich die Gleichung:
2x° —=Bx? =14x +8 =0
Wir setzten also die GrofRen:
a=2 b=-5 c=-14, d =8

Es ergibt sich dann:

6 =44100>0, m=109, n =646

X®=327X +646

cos(3¢) = COSD =/ 1rop

= ® = 73510900

= ¢ = 24503633

=T =2rcos¢ = 2\/ﬁcos¢ =19
= A = 2J/mcog ¢ +120°) = -17
= B = 2J/mcog ¢ -120°) = -2
Jetzt setzt man ein in die Substitution (G2):
xlz(r—s;b)=4, x2=(A3;b)=—2, x3=(B_b)=%
Obige kubische Versuchsgleichung lautet in Faktorschreibweise dann:

2x% —5x2 —14x +8 =0 = (x —4)(x +2)(x %) =0

Fallbeispiel mit Diskriminante =0

Jetzt wahlen wir ein Beispiel mit einer Doppellésung, nédmlich die Gleichung:
4x° +36x> —39x +10 =0
Damit sind:
a=4,b=36 c=-39 d =10
= 6=0, m=1764, n = 148176
—T =2u=2v=34n =-84
= A=B=-3in =42
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In (G2):
X, = m -10 X, = X, :—(AB;b) =

Obige kubische Versuchsgleichung lautet in Faktorschreibweise dann:

(NI

2

4% +36x% —39x +10 =0 « (x +10)(x -3)° =0

Fallbeispiel mit negativer Diskriminante &

Die letzte Gleichung, die wir betrachten, lautet:

2x% - 7x* +22x +13 =0

Wir wéhlen also:
a=2 b=-7, c=22, d =13

Dann ergeben sich:
X3® = -249X -3490
6 =-133956 <0, m=-83, n =-3490
=W? -nW+m® =W? +3490 W -571787 =0 (quadratische Resolvente)
= u® =U = -1745+1098V/3, v* =V = -1745 10983

= =u+v=-10

Man setzt jetzt in die ,quadratische Hilfsgleichung“ ein:
X?+TX +I?-3m=0
= X?-10X +349=0
= A=1(10+,/-1(100 -1396)i2) mit % =-1
~ A=%(10+361) =5+18i

= B=5-18i
Wir setzen abermals in Substitution (G2) ein:
— A_b -
R FY LA (BB,

3a 3a 3a

Man erhélt also eine reelle und zwei komplexe Losungen, wie vorausgesagt.
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Zum Schluf3 noch eine kleine Bemerkung:

Die hier gewahlten Gleichungsbeispiele sind nicht allzu kompliziert. Man kénnte
teilweise die Nullstellen auch durch Polynomdivision errechnen. Wahilt man
eine Ausgangsgleichung mit gro3en Koeffizienten, steigen die Werte fir m und
n schnell Uber die Milliardengrenze. Das kann zur Folge haben, dal3 die
Grenzen der Rechengenauigkeit eines Taschenrechners Uberschritten werden,
was zum Beispiel die Werte der Winkel im Fall des ,Casus irreducibilis* nicht
exakt genug werden laRt. Darum kann es vorkommen, dal3 die genauen

Nullstellenwerte verfehlt werden.

Schluf3

Es gibt einen exakten Weg, die Lésungen einer quadratischen und einer kubi-
schen Gleichung zu berechnen. Man koénnte also die Frage stellen, ob dies
auch noch fir Polynome héheren Grades moglich ist. Die Antwort ist ja. Aber
nur fur Gleichungen vierten Grades ist das noch moglich, weil sie sich
wiederum durch eine geeignete Substitution auf ein Polynom dritten Grades
reduzieren l&Rt. Diese kann man dann mit der uns jetzt bekannten Formel
I6sen. Fur Gleichungen mit einer Potenz gréRer als vier ist eine Reduktion im
allgemeinen Fall nicht mehr mdglich. Nur Sonderfélle, in denen bestimmte
Glieder entfallen, kdnnen reduzierbar sein. Bereits Cardano behandelt in seiner
JArS magna“ eine Gleichung sechsten Grades, namlich
x® +ax* +a’x* +a® =bx®, die sich durch die Substitution y=2 auf ein
kubisches Polynom reduzieren laf3t. Allerdings steht meistens dann der
Rechenaufwand in keinem vernunftigem Verhaltnis mehr zum Nutzen. Man

gelangt hier in die Grenzbereiche der Mathematik.
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Anhang - erlauternde Gleichungsumformungen®

Umformung (U1):*°
(3hx +k)® = (3nx)® +3[Bhx)*k +3 [(Bhx)k? +k°

abde+bX2+cX +d =0 | 27a?
(3ax)® + 3[f3ax)*b +(3ax) Mac +27a%d =0 -

B3 343 P 1 3Gy £by —3 (Bax)o® —b° +(3ax) Mac +27a°d =0 -

(3ax+b)3=(3hx+k)®

X2 —(3ax) [@? -b® +(3ax) @ac +27a%d =0 -
X3 = 3[@b2 —3ac] X +[ 9abc —27a2d —2b3]

Umformung (U2):

Nach Vieta gilt:
(W-U)W-V) =0 =
W? —UW -VW +UV =0 -
W? - (U +V)W +UV =0
U+V =n UV =m®
=>W-nW+m® =0

Umformung (U3):**
1: X®=3mX +n
2: M2 =3m +n

aus2: n=r3-3m
inl: X®=3mIX +I*-3m@

9 Gleichungen teilweise aus: Dérrie, H.: Kub. und biquadrat. Gleichungen

19 Binom aus; Barth/M tihlbauer/Nikol/Wérle: Mathematische Formeln und Definitionen
(Formel sammlung)

11 Binom aus; Barth/M tihlbauer/Nikol/Wérle: Mathematische Formeln und Definitionen
(Formel sammlung)
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e X3-T%*-3mMX-r)=0

= QB 408 473 =0

1 LOsung  Hilfsgleichung f. 3/4. Lsg.

Umformung (U4):
cos(3¢) = 4cos’ ¢ — 3cosp

Man setze cosg =0, 3p =P, 2ro =& in obige Gleichung:
cos® =40° -30  /[2r°

= (2ro)® -3r?(2ro) —2r*cos® =0
o =32 +2récosd

Umformung (U5):
A=4m*-n® -

A = 4(b? -3ac)’ -(9abc -27a%d -20°)° -

A = 486a°bcd - 729a*d? +27a’h*c® —108a’b’d —-108a°c?

o= T 0 -

A =(27a%) 8
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